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I. ETUDES SCIENT'rlQUES D'ORDRE STATISTIQUE. 

COMPARAISON DES DIVERSES MESURES DE LA DISPERSION 

par Maurice Frechet. 

INTRODUCTION. 

Mesure de la dispersion. Sous le terme vague mais intuitif de 

dispersion d'une variable aleatoire X, on entend la dissemination des valeurs 

possibles que peut prendre cette valeur dans les diff6rentes epreuves, etant 
entendu cependant qu'une valeur (ou un intervalle de valeur) possible inter- 
viendra d'autant moins dans l'evaluation de la dispersion que sa probabilite 
sera plus petite. 

Pour chiffrer cette dispersion, une convention est necessaire; la mesure 1) 
de la dispersion comporte done un certain arbitraire. Mais cette convention 
devra se conformer a notre sentiment intuitif de la dispersion, ce qui reduit 
considerablement cet arbitraire. 

En fait, un petit nombre seulement de definitions distinctes de la mesure 
de la dispersion ont ete proposees. Nous allons ici delimiter un intervalle oi 
doit rester une mesure de cette dispersion, effectuee conformement a une de ces 

definitions, quand on connait une mesure de la meme dispersion, calculee suivant 
une autre de ces definitions. Nous arriverons meme, generalement, A deter- 
miner dans chaque cas l'intervalle le plus strict possible. 

Rappel de definitions. Parmi les mesures les plus utilisees de la 

dispersion figurent celles qui vont etre d6finies ci-dessous. 
Fixons d'abord les notations. 

Designons par 9/{X ou X, la valeur moyenne (ou esperance mathe- 

matique) de X. Appelons fonction de repartition de X, la fonction 

F (x) = Prob { X < x } 2) 

Appelons valeur probable de X, toute valeur p telle que 

F(x) < si x < p 
F (x) >> si x > p 

On d6finirait de meme les quartiles de X, q et ql, obtenus en remplagant 
? par t et par -. 

t) En fait, il s'agit plut6t de reperage de la dispersion que de sa mesure. 
2) Nous avons pris l'habitude de designer dans nos diff6rentes publications les variables 

aleatoires par de grandes lettres, les nombres certains par de petites lettres. Cet usage, qui 
a ete adopte par divers auteurs, m6riterait peut-6tre d'etre generalis6. 
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Lee mesures les plus courautes de la dispersion sont, dans l'ordre de 
simplicit(): 

r re - 
1'()eart probable de X: Ex 2 , 2 

? 00 

l'6cart moyen de X: = S X -p x - p d F (x), 

-00 

1'6eart quadratique moyen de X: '= 1 /'.9i(X - X)2 

(X- X)2 d F (x). 

Nous commencerons done par la comparaison des valeurs de ces trois 
6carts, ce qui constituera la Premi6re Partie. 

Nous continuerone en comparant A ces trois 6carts une mesure peu usit6e 
qui pourrait coneister dans une quantit6 proportionnelle & l'inveree de la borne 

sup6rieure de la .densite moyenne" de la probabilite, c'eet-&-dire du rapport 
F (x2) - F (X) _ Prob ) xI XX< X2 I 

(x1<x2) 
XX2 - X X XI 

En appelant A la borne eup6rieure (finie ou infinie) de ce rapport quand 
xi et X2 varient, nous poserons (pour simplifier certainee formulee grAce a 
l'introduction du facteur 1) 

e = 
4 A' 

Cette quantit6 repond jusqu'A un certain point A notre sens intuitif de la 

dispersion. Elle en constitue une mesure aesez peu satisfaisante, mais notre 

comparaison de ex avec les autres mesures a, en r6alit6, surtout pour objet 
d'6tablir des limitations, utiles dane certaines questions, de a-, e et E quand on 
connait A. 

Enfin ii ne sera pas sans interet de comparer a ces 6carts, une fonction 
introduite par M. Paul L6vy sous le nom de fonction de diepersion. Elle a 
l'inconv6nient de remplacer le nombre, qu'est in 6cart, par l'entit6 plus complexe 
qu'est une fonction, mais elle serre certainement de plus pr?s que ces 6carts, 
notre notion intuitive de dispersion. Nous pr6senterons d'ailleurs cette notion 
nouvelle sous une forme l1girement difthrente et avec in nom difftrent. Nous 

appellerons 6cart maximum A une probabilit6 E pr6s, ou, plus brieve- 
ment, 6car t a E pr s, la borne inf6rieure des valeurs de 1 telles qu'il existe 

pour chacune d'elles un nombre x pour lequel 

[Prob I X - x I>- 1 e. 

Et nous repr6senterons ee nouvel 6cart par L1 (E). 
II est d'ailleurs clair que c'est une fonction non croissante de E et que 

Lx (1) = 0. 

1) Exceptionnellement q1 peut 6tre indktermin. sur un segment, de m6me pour q. 
Dans un tel cas, 1'6cart probable reste ind6termin6 entre j,e plus grand". et l,e plus petit" 
ecart probable. 
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On voit que si X est une variable born6e, c'est-&-dire si elle reste dans 
toutes les 6preuves possibles entre deux nombres fixes c - A, c ? A, on aura 

[ Prob ) I X - c I >- 1 ( ] = 0 < 

pour 1 > x. Done L. (a) < x quel que soit a et, par suite L. (a) est une fonction 
born6e de a. Elle est en fait bornie par 1'6cart maximum des bornes de X 
avec leur milieu. Une g6n6ralisation th6orique consiste A observer que ce 
r6sultat subsiste quand X est ,presque sfirement" born6e, c'est-a-dire quand 
ii y a une probabilit6 nulle que X d6passe certaines bornes. 

On retrouve cette condition suffisante comme condition n6cessaire pour 
que Lx (a) soit born6 quand E varie. C'est Evident si l'on observe que L_ (8) L_ (0). 
Si Lx (a) est born6 pour a > 0, L1 (0) est fini et 

Prob { IX - x I>- 1 < 0 

pour au moins un intervalle x - 1, x + 1 de longueur finie 2 1 > 2 Lx (0). 
Et par suite, ii y a une probabilit6 nulle que X -< x - 1 ou X > x + 1:- X 
est presque sfirement borne. 

Ii est meme clair que si x', x" sont les bornes superieure et inf6rieure des 
nombres xi, x2, tels que 

Prob I X -< x = 0 = Prob X> X>-?2 

on aura pour la borne superieure Lx (0) de L1 (el, 
// / 

Lx (0) x - 

Remarque. Avant de comparer les grandeurs de ces diff6rents 6carts, ii 
nous parait indispensable de signaler qua& cWt~ d'une grande qualit6 de l'6cart 
probable, celle de se preter At un calcul rapide, souvent quasi instantan6, cet 
6cart pr6sente un grand d6faut: celui de pouvoir ktre nul sans qu'au sens 
intuitif la dispersion soit vraiment nulle. Si pa' exemple X prend les valeurs 
- a, 0, ? a avec les probabilites respectives $, -, ~, son ecart probable est nul 
et pourtant, dans des 6preuves de probabilit6 totale non nDgligeable, ii peut 
presenter des valeurs - a, ? a dont La difl6rence est, avec le nombre arbitraire a, 
aussi grande que l'on veut. 

Au contraire, que ?) ou que o- soit nul on sait qu'alors X reste 6gal & un 
nombre fixe sauf dans des cas de probabilit6 nulle: La dispersion de X est nulle 
aussi bien an sens intuitif que lorsqu'on la mesure par E0 ou o'r. D'autre part, 
en verta de la formule qui vient d'Atre 6tablie, on voit que si L1 (a) est nul 

quel que soit a, X est encore 6gal ,presque sfirement" a un nombre fixe. (Par 
contre, bien entendu, quand X est un nombre certain - o ,,presque sfirement" 
certain -, les trois 6carts OX' Ox Ex sont nuls et L (a) est nul quel soit a). 

PREMIERE PARTIE. 

Comparaison des mesures classiques de la dispersion. Nous 
nous proposons ici d'6tablir les in6galit6s les plus strictes possibles entre les 
mesures TX, 0xy Ex de la dispersion de X. 
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On sait dejt que l'on a toujours -x >- x, de sorte que 

0 
(1) 0 < x < 1. 

x 

Ainsi: -x reste compris entre deux bornes absolues, c'est-a-dire 
x 

ind6pendantes de la variable aleatoire X consideree. Ces bornes ne peuvent 
etre ameliorees. La borne superieure d'abord puisqu'elle est atteinte quand X 
est, par exemple, une variable aleatoire X0 qui ne peut prendre que deux 
valeurs 6galement probables. Dans ce cas, elle atteint son maximum. Si l'on 

assujettissait X a avoir partout une densite continue de probabilite, cette valeur 
1 ne serait pas atteinte, mais resterait une borne superieure, car il serait facile 
d'obtenir une loi de repartition, a densite partout continue, de fa9on que cette 
loi soit voisine de celle de X0. 

Il est de m6me pour la borne inferieure de x. On salt en effet que o- peut 

etre infini alors que Ex est fini. C'est, par exemple, ce qui aurait lieu si X avait 
une densite de probabilite6 (x) telle que 

(x) = A , pour x < 1 
(2) A 

I x I 
+ 00 

A etant choisi de sorte que f (x) d x = 1. 
-00 

En resume, on a 

(3) o < < 1 

et les bornes 0 et 1 ne peuvent etre ameliorees, que X soit une 
variable aleatoire quelconque, ou que X ait partout une densite de probabilite. 
C'est la, en somme, un r6sultat dejA connu bien qu'il n'ait peut-etre pas encore 
ete enonce explicitement sous cette forme. 

E 
Comparons maintenant x et E . On sait aussi que -x peut tre nul puisque 

x 

ex peut etre infini, sans que Ex le soit. C'est, par exemple, ce qui a lieu si 
) (x) = B , pour x 1 

( 
(x) , pour x > 1 

I p 
+ oo 

B 6tant choisi de sorte que / (x) d (x) = 1. 
- 0o 

Passons a la borne superieure. L'expression 
+ 00 

?o = I x - p I d F (x) 
- 00 

ot p est une valeur probable peut etre interpretee geom6triquement comme la 
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somme de deux aires qu'on peut designer dans la figure 1 par B C ( G' B 
et B A F F' B. II en resulte que ex est au moins egal a la somme des aires 

rectangulaires A V V' Q, C W W/ Q,, somme qui est egale a { (C Qi + A Q) = j (2 E ). 
E 

D'ou ? ) x -- 2 
FIG. 1 

;F(x) 
C.l Q, G 

wl,~ G' 
/ WI 

8-i 

V' v 
F 4 

F Q A X 

I1 est clair que l'egalite aura lieu quand la courbe y = F(x) sera remplacee 
par la ligne polygonale discontinue formee par F Q, V' V, W W/, Qi G, 
c'est-a-dire quand X se reduit A une variable al6atoire T ne possedant que 
trois valeurs, qui, rangees par ordre de grandeur, ont les probabilites respec- 

E 
tives ?, ? et ?. Dans ce cas, le rapport - atteint son maximum, 2, sur l'ensemble 

x 

de toutes les variables aleatoires. 
Si on veut se restreindre aux variables aleatoires qui ont partout une 

densite continue de probabilite, la valeur 2 sera encore une borne superieure 
EJ 

de - (sans en etre le maximum atteint) en remplagant la ligne discontinue 
Ex 

L qui represente la fonction de repartition de T par une courbe douee partout 
d'une tangente continue suffisamment voisine de L pour que OT et ET soient 
aussi voisins de ex et Ex qu'on le veut, ce qui est possible. 

En definitive, on a 

E 
(5) 0 - 2 

et ces inegalites ne peuvent etre ameliorees, soit qu'on les applique 
A toutes les variables al6atoires X, soit seulement a celles qui ont en tout 

point une densite de probabilite. 
I1 r6sulte de (1) et (5) qu'on a toujours 

E 
(6) > > x 0 x x 2 
et, par suite, que: 

E 
(7) 0 -x < 2 

mais il ne s'en suit pas imm6diatement que ces inegalites ne puissent ktre 

1) Dans le cas oi l'ecart probable n'a pas une valeur unique, l'inegalite a lieu pour 
toutes ses valeurs; elle sera la plus stricte possible quand on prendra la plus grande. 
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Ex 
am6liorees. Cependant o-x tant > Ox la borne inferieure de est au plus 

egale a celle de Ex qui est nulle. Par contre, en ce qui concerne la borne 

superieure, il faut raisonner directement. 11 faut comparer a Ex, Tx = x (s), 
ou a0 est la valeur moyenne de X. Si x0 est entre les deux quartiles, le raison- 

E 
nement fait pour p- e peut 6tre r6epet en remplagant p par x0. 

x 

On a alors (fig. 1 ou l'abscisse commune a C et A serait non plus p mais x0) 

(_)2 > (C Q,)2 + . (A Q)2 > 

((c Q, + A Q)2 + (C Q, - A Q)2) > i (C7 Q + A Q)2 

(2 E )2 = (E)2. 

D'ou 
o- i E 
- 1 B 

-E> (> -< V2 E - 02 a' 
X XI 

Si xo est en dehors des quartiles, par exemple a gauche, on a (fig. 2): 
xo + oo 

(ox2) = o (x0-x)2 d F + f (x-xo)2 d F =-2 + 0"? 2. 

- oo xo 
Or 

//2 >f ( - o)2 d F > (q, - q)2 dF= (2 E)2 = ()2 

(E )2 en appelant q, q, les abscisses des quartiles. Ainsi, on a (o )2 > 
(2 quelle 

2 
E 

que soit la position de la moyenne xo de X et par suite l) x < / 2 (< 2). 

FIG.2 

x! Q 

I 

Cette borne superieure (qui est plus petite que celle donnee par (7)) est, 
cette fois, atteinte quand, par exemple, X est une variable aleatoire neprenant 
que les valeurs - 1, 0, 1 avec les probabilites ', ' et 4. Et cette borne 

superieure resterait une borne superieure (sans etre atteinte), si l'on ne considerait 

que les variables X ayant partout une densite continue de probabilite. Ainsi on a 

i) MSme observation qu'en note de la p. 5 pour le cas ou Ex n'a pas une valeur unique. 
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(8) O < -x < 2 
x 

et ces inegalites ne peuvent etre ameliorees quand on les etend, soit a toutes 
les variables aleatoires, soit seulement a toutes celles qui ont une densite 
continue de probabilite. 

Comparaison de x, ex, Ex avec l'ecart A e pres L1 (e). D'aprss la 
definition de l'ecart maximum a une probabilite < ? pres, Lx (E) et en appli- 
quant l'inegalite de B i e n ay m generalisee 

[Prob I X- x I > I -] < 

7F X Ix- x I n 
si l'on pose E- , on aura quel que soit x 

In 

L (e) < I X - x n 

Des lors en prenant pour x la valeur probable pour n =1, puis la valeur 

moyenne de X, pour n =2, on a 

(9) L ( e) ex 
6 

(10) () 
< 

D'autre part, si a, et a, comprennent A leur interieur tous les quartiles 

(de sorte que a2 - al > 2 E ), on aura 

Prob I X- a, + a2 a2--al I < 
Prob- 2 ?1 2 

d'oi L (i) < 2 , et par suite L (?) < Ex, done aussi 

(11) Lx () < Ex pour > > l1) 

On vient de prouver que 

(H~) ^~E L. (~) 7 L. (,) Lx () 

Ox x E 

sont born6s inf6rieurement et superieurement chacun par deux nombres indepen- 
dants de E et de la variable aleatoire X. Les bornes inf6rieures sont meme 
exactement egales a zero. En ce qui concerne les deux premiers rapports, il 
suffit de montrer que Lx (e) pent etre fini quand 0x est infini (et par suite 

I) On observera que dans le cas oi il y a plusieurs quartiles, on peut pendre dans (11) 
pour Ex une quelconque des valeurs de l'Bcart probable. 
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aussi Tx). Or si l'on prend une variable al6atoire X dont l'ecart moyen est 
infini, et si ? est un nombre positif arbitraire, il suffit de prendre x, et x2 
assez eloign6s vers - oo et oo pour que Prob { x < X < x2 soit >_ 1--. 
Alors L (E) sera fini et < x2-- x, done E Lx (E) sera aussi fini. Pour le 
troisieme rapport, prenons X = 0 ou 1 avec les probabilites respectives 3 et 4. 

On aura 2 E = 1 et L (-) = 0. Done la valeur 0 peut etre aussi atteinte 

par le troisieme rapport. 
Passons aux bornes sup6rieures. 
On ne peut ameliorer l'inegalite 

Lx () 
< 1, 

E - ' 

car la borne superienre est atteinte pour la variable aleatoire Udont la courbe 
de densite de probabilitM est representee dans la fig. 3, par la ligne polygonale 
F L R R' H G ouf les aires triangulaires L Q R, R' Q' H sont egales chacune 
a la moitie de l'aire rectangulaire Q Q/R R', de sorte que Q et Q/ representent 
les quartiles. 

FIG. 3 

R B B. R' 

Z < tE r3I I 
/1 1 )1 

I x I 

F L A Q A3AQ' H G 

En effet, si 

(12) Prob {(x X x, + 21= x2) > 4, 

ou, par exemple: aire At BI R B2 A2 '> 4 = Al B1 RB3A3 = aire Q RI' Q, 
il est visible que A, Q devra etre plus grand que A3 Q', c'est-a-dire que le 
minimum de 2 I dans (12) quand x1 varie est obtenu quand 2 1 est 6gal i Q Q. 
Done 

Lo (4) 2 Lu(~) = 2 Eu, ou = 1. 
Eu 

Peut-on ameliorer (9) et (10) ? 
Les deux premiers rapports de (11/) prennent des valeurs > ? dans 

quelques cas simples 1); leursbornes superieures quand X et E sont arbitraires 
sont done certainement < 1 et > 2. 

DEUXIEME PARTIE. 

Comparaison des mesures de la dispersion et du maximum 
de densite de probabilite. Nous nous pmposons de montrer que le fait 

1) Quand X ne peut prendre que deux valeurs, chacune avec la probabilite ?, ces premiers 
membres ont respectivement ? et y2 pour maximum quand e varie. 
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pour une variable aJ6atoire X d'avoir une densit6 de probabilit6 born6e permet 
de determiner une borne infMrieure positive de la dispersion de X, qu'on mesure 

celle-ci par son 6cart quadratique moyen ao- son 6cart moyen ? ou par son 
6cart probable Ex. C'est un r6sultat int6ressant en soi et qui en tout eas nous 
a 6t6 utile dans une autre etude publi6e ailleurs i). 

Plus pr6eis6ment, nous allons d6montrer que, pour toute variable al6atoire X 
admettant une .dominante", on a 

(13) a >12 - 4 

1 
(14) > 2 3 

(15) a 1 
> -4 

en appelant A le maximum de la densit6 de probabilitt~. 
On peut d'ailleurs abandonner toute limitation du choix de X en g6n6ralisant 

la signification de A. 
On pent d6finir la densit6 moyenne de probabilit6 sur le segment 

xI, x2 comme 6tant le rapport 

Prob ({XI X < X2 
avee x, < X2? 

a,2 - XI 

On appellera A la borne sup6rieure (finie on infinie) de cette densit6 
moyenne quand on fait varier arbitrairement XI, X2, avec x1 < x2. On aura 
done Prob { X < X < x2 ) } L (X2 - X,). En pai-ticulier, ceci montre que 
A ne peut 6tre nul. Car pour x, et x2 assez grands en valeur absolue, mais 
d6termin6s, le premier membre peut etre rendu aussi voisin de 1 que l'on veut. 

Ceci 6tant, on va prouver que 
10. pour toute variable aleatoire X, on a 

(13bis) 1 
A < < 4 

(I4bis) 1 

x 

(15bis) 1 
< 4 

x 

ces in6galit6s ne peuvent 'tre am6liorees, c'est-&-dire qu'on ne 
peut en resserrer aucune en remplagant l'un des nombres limites par un 
nombre 6galement ind6pendant de X. 

1) SSur une limitation tr6s g6n6rale de la dispersion de la m6diane (Journal de la 
SociWte de Statistique de Paris, avril 1940). 
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Dans ces in6galit6s, si l'un des nombres A, E1, a est infini, on remplacera 
1 11 1 

le facteur - correspondant par zero. On a vu que ne peut ktre 
x x 

infini. Ces in6galit6s auront alors un sens pour tout nombre X vraiment al6atoire. 
Pour X ,,presque sftrement" certain, ? , aT, E seraient nuls et A infini, les 

in6galit6s sans etre mises en d6faut, se trouveraient priv6es de sens. 
De'monstration. On traite imm6diatement le cas des bornes inf6rieures dans 

les in6galitAs (13bis), (14bis), (15bis). Ii est evident que les seconds membres sont > 0. 
Pour 6tablir que la borne inf6rieure, zero, ne peut ktre am6lior6e, c'est k-dire 

qu'il n'existe aucun nombre positif i n d 6 p e n d a n t d e X qui puisse remplacer 
0 dans l'un des premiers membres, ii suffit de montrer qu'en choississant a 

chaque fois convenablement X, chacuni des seconds membres peut s'annuler. En 
ce qui concerne (13bis) et (14bis), ii suffit de prendre X, par exemple, selon la 
formule (1), de sorte que e0 et par suite a- soient infinis et que cependant A 
soit / 0. Quand A (15bis) ii suffit de prendre X de sorte que E1 soit :L0 et A infini. 
C'est ce qui aura lieu si l'on prend X de sorte que sa densitM de probabi1ite ~ px) 
v6rifie, par exemple: 

A 
~ (X) = pour IxI x 4; (x) = 0pour IxI > 4, 

44 A 6tant choisi de sorte que ~p(x) d x = 1. 

Occupons nous maintenant des bornes sup6rieures des inegalitMs (l3bis), (l4bis). 

On a, par definition de A' 
(16) ~~~~~~F (x) F F(x.)<A 

(16) ( a- x XO 
pour tout couple x, xo, de sorte que 

F (x) F Qxo) + A (x-xo) Si x>-x0 

F (x)>F (x0) ? A (x-xo) si x< X 

Autrement dit, la droite y = F (xe) + A (x - xo) traverse la courbe y = F (x) 
an point xo. D6signons par 4) (x) la fonction 6gale I F (x0) + A (x - xo) quand 
cette derni,re fonction est comprise entre 0 et 1 (soit pour x' < x -< x"), 
6gale A 0 pour x -< x' et 6ga1e A 1 pour x > x". y 4 ) (x) est done la 

ligne polygonale F E B D G de la fig. 4. Et soit Z une variable al6atoire 

ayant 4) (x) pour fonction de repartition 
4) (x) = Prob [Z < x]. 

FIG.4 

E D G 

U' 

A, 
F E Xo 
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On aura 
F (x) __ 4p (x) pour x < xo, 
F (x) __< p (x) pour x > xo. 

--00 

Dans lFhypoth~se plus g6n6rale oii Ox (x'o) est donn6 par -I a- xo d F (x-), 

on voit que ?x (x?) est la somme des aires curvilignes B C G G/ et B A F F' B, 
tandis que ?z (xo) est la somme des aires triangulaires B C D, A B E. On a 
done ex (xo) >- (xo). 

Or 
- O0 X' 

X- E8z (a-s) f x-xoId (x) f x-xoI A dx, 

d'ott 

(17) 8 (x) = x -xo)2 (Xo - X)2 
32 

+ 
a-2 z f2 2 2 

Or on a O = F(xo) + (x' - xo) a; = F (xo) + (x" - xo), d'ofi 
32 - ?2 2 2 1 1 

1 - (x" - x') a - (/ + a) a et . 
2 2F + a) 4 A 

On a done 
1 

(18) % (xo)> x > 4 
En prenant pour x0 une valeur probable de X, on obtient done (13bis). 
Cette in6galite ne pent Wtre am6lior6e, car la borne superieure pent etre 

atteinte. 
I suffit de prendre pour X la variable Z qu'on vient de faire intervenir. 

En effet, ?z est le minimum de ?O (x%) quand xo varie. Or, d'aprts (17), ce 
x' + X- 1 

minimum a lieu pour xo - 2 ou , et prend alors la valeur4 ' 
Pour prouver l'in6galit6 (14) le raisonnement n'est pas moins simple. 

+ 'o0 

Observons, en effet, que [a- (xo)] 
2 (x - xo)2 d F est la somme d'616ments 

- 00 

tels que (U U/)2 X U V dans la fig. 4. 
+ 00 

D'autre part, [Iz (X0)]2 = f(x 
- 

xO)2 d 4 (x), 6tant la somme d'616ments tels 
- CD 

que (U U")2 X U V, sera au plus tgal A [I-x (Xo)]2. Or, %P (x) est la fonction de 

repartition de la variable al6atoire Z d6jA consid6r6e. 
On a done, d'une part 

TX2 (X0) >- T_2 () O'z2 
et d'autre part x', 3 + 

~a 
oa (xo) f(x--xo)2 A d x 

XI 

(13-?x)2- 1X(I ' a:S )'-+3( 3-a)1- (3 + a)2 1 
3 ( X a - 3) - 4 12 12 A2' 

1 
d'ofiL 

TX (xo) > 2 A 3/T 
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Observons que, lorsque l'6cart quadratique moyen est, comme nous le 
+ 00 

supposons ici fini, lintegrale I x - xa ] d F sera finie, done aussi l'int6grale 
- 00c 

+ + -00 xO 

(x -_ x,) ( F, les integrales (x - xo) d F et (x - xo) d F seront absolu- 
- 00 xo - 00 

+ 00 

ment convergentes et par suite l'integrale x d F (x). Ainsi dans le cas actuel, 
- 00 

+ 00 

la valeur moyenne x [d F(x)] est bien determinee. En prenant alors pour Xo 
- 00 

cette valeur moyenne, on a 

(19) 'x > 
A 

Enfin, cette derniere ne pe u t t r e a m lio r ee. En effet, on voit, comme 

pour (13), que l'inegalit6 (19) devient une egalite dans le cas of X = Z. 

Enfin, on demontre immediatement (15) par un raisonnement analytique 

puisqu'en appliquant l'inegalite (16) au cas ou x et Xo comprennent les deux 

quartiles, on a 
< F (x) - F (x-o)< A (x - o) 

et en faisant tendre x et ao vers ces quartiles, on trouve 

(20) < A 2 E. 

Cette inegalite (20) ne peut non plus etre amelioree. Elle devient, en effet, 
une 6galite dans le cas ou l'on suppose, par exemple, que la courbe de densite 

a la forme polygonale F L R R/ H G indiquee sur la fig. 3, L H etant choisis 

de sorte que les aires L Q R et H Q' R' soient 6gales a '. 

Summary: A comparison is made between several measures of dispersion of a random 
variable X, the mean absolute deviation Ox, the quadratic mean deviation Tx and the 
probable deviation E.. It is proved that 

0 E E 
(A) 0 < - < 1, 0 < x < 2, 0 < < / V2. 

x x x 

Let Ax be the upper bound of the mean density of probability of X between xi and x2: 

Prob { xI < X < xz } 
when xl, x2 vary. 

X2 - 1 

Then, Ax is compared with Ex, Tx, Ex. 
As below 

1 1 1 
(B) 0 < <4, 0 <2 , O < 4. 

- A O - A - --A E - 

Moreover, it is proved that in the twelve inequalities (A) and (B), none of the limits 
may be replaced by a more advantageous one. 

A comparison is also made (see above formulae 9,10,11, p. 7) of Ox, Tx, Ex with 
a functional measure of dispersion introduced by Paul L v y. 
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