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SUR LES LIMITES 
DE LA DISPERSION DE CERTAINES BSTIMATIONS 

par G. Darmois 

Dans un m6moire intitul6: ,Sur l'extension de certaines evaluations statistiques au cas 
de petits 6chantillons" 1), M. M a uric e F r6c h et a 6tudi6 Ilestimation, sur des 6chRntillons 
de taille quelconque, du param6tre unique e ,d'Une lot de probabilit6. La -variable Wlatoire 
H0 (XI, X2 .. .Xn) qui dolt fournir une estimnation de e, connaissant 1'6chantillon. 

XI, X2, . x,, est assujettie A, Ift condition que son esp6rance math6matique soit 6gale 
A Ilinconnue e (on A, une condition pins g6n6rale, quo la diff6rence E (Hn) - E? soft 

infiniinent petite avec 
Les r6sultats du m6moire de M. Fr6chet peuvent 6tre 6tendus A on nombre quelconque 

de param6tres, et certains d'entre eux an cas oiL l'tchantillon. est constitu6 par des 
r6snltats d'6preuves non ind6pendantes. 

Nous ferons sur les lois de probabilit6 ntilis6es los m6mes hypoth6ses, relatives A 
Ilexistence des momenits du second ordre, et A la possibilit6 d'appliquer la r6gle de 
d6rlvation d'une int6grale par rapport A, un param6ttre. 

Le -pnemier r6sultat. - Soit T = HI,~ (XI, X2,. ..Xn) 
La lot de probabilit 616mentaire de Xi, X2..- --X0 sera prise sous la forme: 

?''I ( T2, x2 .. xn, 0) dx1, dX2 .. dxn en particulier, on aura, dans le cas des 6preuves 

ind6pendantes T1 = f (XI, E)) f (X2, E)).. f ( Xn, E) = 
HI f (x,, E)), 

f (X, E)) dx 6tant ls loi do probabilit6 616mentaire 6tudi6e. 

Oni aura les deux conditions: 

(1) fT.. '(X,sX2s...X E)dl x, I 

(2) f.. H (XI, X2. Xn) 7 dx1,. .dx0 

Dans ces conditions, on obtient, en posant 

E (T - ()2 = a- E 
2 

2)J1c 

(3) a. -> T J 

C'esit l'in6galit qui borne la d'ispersion des estimations T dont 1'esp6rance math6matique 
est 6gale A e. 

Mais on voit quo cette in6gaiit ne supposie pas l'lnd6pendance des variables XI, X2. n 

1) Revue Iust. Int. de Stat. 1943: 3/4, p. 182-205. 
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Si ces variables, sont ind6pendantes, I'exprossion de I prond Ia forine simple 

1 a 
nE(i- ')2 

\f 9 e 

Gengrali.sation ass cas de pltsieurs paranrstrs'. Notions prilirninaires. - It y a lieu de 
d'velopper ici dos considWrations tr6s Mi6inentaires sur la notion qui, dans le cas de piusleurs 
variabios WaIatoires, peut g,n6raiiser la nntion d'Wcart type. Consid6rons d'abord une lol 
de Laplace-Gauss A deux variables x et y dont la formo 6I1montRire solt: 

(4) *A e XH(x,y) xdy 
Cette lot do probabiIit6 est entl&rement d6termin6o par la connaissance de Ia forme 

qnRdratique, d6finie positive H (x, y), ou par ia connaissance de 1lellipse H (x, y)= I, 
qu'on pout appeler l'indicatrice do cette loi de probabilitM. Nous Ia supposons rapport6e A 
son centre. II est bion clair quo si deux lois do probabilit6 L1 et L2 de mn6me contre sont 
tolles quo l'indicatriele de L2 soit intsrioure A l'indicatrice do LI, ces deux indicatricos 
correspondent A Ia. mAmo probabilit6, ainsi d'ailleurs quo doux ollipsos homoth6tiques dans 
lesnmme rapport. On pourra diro quo la loi L2 est nioibs dispors6e quo la loi LI et ceci 
so traduirait analytiquemexit par le fait quo, pour un point x, y quelconque, on aurait: 

H2 (x, y) > HI.(x, y)-. 

La fornme ricips-oque. - La fonction caract6ristique do la lob (4) a pour expressions 

(5) Q) (u, v)= E e (u x + v y).= e - 
' 

K (U, v) 

K (u, v) est la torme quadratique r6ciproque do H (x, y). On pout dire quo 

(6) K (uc, v) = I 

est ia condition pour quo la dtroite u x.+ v y = I soit tangente A l'indlcatrice. 
L'sqtsation 6) pout Atre prise pour equation tangentlello de l'indicatrice et la rolation 

de doux indicatricos dont l'une ost int6rieure A I'autre so traluirait par K1 (u, v) > K2 (U, v), 
le signe d'6galite pouvant intervenir s'il s'agit d'ellipses bitaRgentos. 

Cas d'une loi de probabiliti plus ggngralr. - La forme K (u, v) consid&r6e plus haut 
peut 6tro obtenuo par 1'6gaitM do d6finition 

(7) K u,v = E (u x 4- y)2 

qul permet d'6tondre la notion d'indicatrice A toute lot do probabilitM ayant dos momonts 
du second ordre. On voit qu'il sera naturel d'attribuor A u, v dans une telle 6galit, Ia 
signification do coordoDnnes tangentielles. 

Significution c1& l'indicatbice. - Soit une combinaison lin6aire A coofficients constants 
do x et y, so x + voY = X 

On a 6videinment 0 = K (us, vg) 

Ainsi in droito utx + voy A sera tangente A I'indlicatrice si 

?.2= K (u0, v0) 

Consid,rons deux indicatrices dont l'une est int6rieure o I'autre (fig. 1). Los 6carts typos 
attribu6s par los doux lois de probabilitt A la mAme combinalson linkaire ssx ? v+ y seront 
fournbs par is constructiosi g6omftrique dos tangontes paralI6les A uno directionl donn6e. 

11 en r6sulto 6vidernmont quo 1'6cart type le plus petit sora fourni par l'indicatrico 
int6rieure. 

L'Wacart typo do ia variable x cst donn6 en partlculior par los tangentos A l'indicartrice 
parall6les A Oy (fig. 2). Ainsi le sogmeut A' A donne Ia dispersion de x (OA = - OA, = 0z). 

Les propriWtls analogues relatives A un ellipsoYde issslicssteur sont los suivantes: 
la combinaison uox + v0y + w0z a son 6cart type donn6 par los plans u0x -+ v0Y? w0z = A 

tangents A l'indicateur. 
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Fig 1. Fig. 2. Fig. 3. 

3) la projection (x y) faite pnrallRlemont A une direction quolconque O z est un point 
al6atoire qui a pour indicatrice la section par le plan z = o du cylindre parall6le A 
O z et circonscrit A l'ellipsoido indicateur. 

On voit que ces diverses propriet6s donnent une signification tres prEcise au fait 

qu'une ellipse ou qu'un ellipsoide indicateurs soient interieurs aux 6Elmenits analogues 
relatifs a une autre loi de probabilite. 

D'une fa9on gen6rale, l'ollipse indicatrice est l'616ment geometrique qui parait le plus 
apte A jouer, pour deux variables, le r61e que joue l'ecart type pour une seule. 

Cas de deux parametres. - Soit une loi de probabilit6 e6ementairo f (x, oe, 02) dx et 
la loi suivie par xl, x2, .... n: 7 (1, X2,.... x) dxl dx21 .... dxn. 

On possede deux variables III (XI, X2, .... Xn) H2, (Xi, X2 .... X) vrifiant les 
conditions E (Hi) = el, E (H2) = 02. 

Nous avons done les 3 6quations: 

(8) f.... J dx .... dx = 1 

(9) .... 1 7 dxl .... dx, = 0 

(10) H2 dxl .... dxnc -= 92 

1 9' 1 . .9 
En posant -- 

=e Ul, T ~g o = U2, on aura par derivation de (8) (9) (10), 

leos qutations 
E (U)= 0 E (U2)= 0 
E (H UI) = 1 E (Hi U2) 0 
E (Hz Ui) = 0 E (H2 U) = 1 

et, comme on le voit immediatement, 

(11) E [(Hi - 0,) X U,] =- 1 E [(H2 - 0,) X U2] - 0 

(12) E [ (H2 - ) X U] = 0 E [(H2 -- 2) X U2]= 1 

Je consid/re d'abord la forme quadratique E [x, (II - 0,) + -2 (H2 --2 ]2 
Elle fournit l'indicatrice do la loi de probablite du couple aleatoire HI, H2. Soit E 

cette ellipse indicatrice. 
Je considere ensuito la forme quadratique E [/3l U, -+ 32 U2]2 
Le thborem que e ous avones n vue utilise, non pas cette derniere forme (luadratique, 

mais sa forme reciproque. Cetto forme reciproque peut Btre considtrOe con:me l'6quation 
tangentielle d'une certaine ellipse Ea. 

Le th6oreme est alors le suivant: L'ellipse E est toujours exterioure a Eo (en tout 
cas n'a jamais de point interieur.) 

De,onstration,. - Pour bien comprendre le principe do cotte demonstration, nous 
allons l'appliquer a retrouver la forrnule (3). Consid6rons la forme quadratique 

E [, (r - o) 4 (3, ry o - , ~ + 2ax ( + j3,2 J ---, (e, 3,,) 



12 

C'est l'in6galit doe Schwarz qni a fourni la formule (3). 
On pent raisonner nutroment. Soit l'ellipse p (G,x, /1) = 1 ohu l, !s sont des coor- 

donn6es tangentiolles de la droite al + /3 = 1. 

Los droitos 31 = o qui sont tangentes sont telles que x1 2 OT =- 1. Loers abscisses 

sont donn6es par -2 = o2' 

Envisageons maintenant les points de contact A' et A" des tangentes pour lesquelles 

oa = o (fig. 3). Ces points de contact sont necessairement int6rieurs a la bande T = + T. 

Or, l'abscisse d'un tel point est. ,~ soit ici 1 et l'on a: 12 J = 1. 

2 1 2 2 

L'inAgalit6 /2 = - 2 = oT qui traduit cette propriete g6om6trique est pr6- 

cis6ment l'in6galite (3). 

Cas de deux paranltres. - Nous allons appliquer la meme remarque A un hyperespace 
a 4 dimensions. 

Considerons la forme quadratique: 

E [ (H - 0,) + 4Z2 (WH2 
- 02) + 

/l2 
Ul U] - 

( c2 P1 12) 

comme definissant un hyperellipsoide 0 ( 3, Y2, , 32)1' = 1' X2' P' 2 o s0nt les 

coordonn,es tangentielles du plan ., cz + 2 ?2 + sI p1 + 2 0a = 1. 

Les plans particuliers pour lesquels on a 31 = -= o sont tangents si l'on a la 
condition: E [x, (Hi - i0) + ?2 (H2 - 02)]2 = 1. 

Cette condition est cello qui definit l'ellipse E. 
Consid6rons maintenant le lieu des points de contact de l'hyper-ellipsoide avec les 

plans particuliers pour losquols on a xy = 2 = o. Ces points sont tous interieurs a la 

region dfitnie par l'enveloppe des plans precedemment consid6res. 

Or, quellos sont les coordonnees ol et 2 de ces points do contact. Elles sont donnoes 
par: e = , 2, "2 = 2 

L'Aquation ponctuelle de la projection sur le plan ! 2 du lieu de ces points est 
done identique a l'eqllation: E [TI U, + 2 U-]2 = 1. 

Par consequent, l'equation tangentiolle de cette projection s'obtient en prenant la 

r6ciproque de cette forme quadratique. C'est cette equation qui definit l'ellipse Eo. 
Le theoreme se trouve ainsi completemcnt demontr6. 
On voit qu'il difinit une region dans laquelle ne saurait p6nitrer l'indicatrice de 

l'estimation HI H2 des deux parametres 0o et 02. 

Densits mnlinimisantes, distingtuees et quasi-distingue'es. - M. Frechet designe ainsi les 
densites de probabilit6 telles quo, en supposunt les epreuves independantes, l'inegalite (3) 
devienne une 6galit6. 

Les densites distingu6es donnent la solution correspondant au cs oh l'on 'impose 
de garder le parametre 09; les densites quasi-distingu6ea correspondent au cas plus g6enral 
oi l'on pout se ramener par un changement de parametre aux densitbs distinguees. 

On peut gen6raliser ces r6sultats. Indiquons seulement que pour deux parametres, les 
densit6s distinguees ont la forme suivante: 

(13) Log f (x 0,, 0) ()- ) 2] p ( 2) () 
ou1 p [j(x 02]nto 0 + , 2) 

oh p est une fonction des deux parametres 0i, 02. 

Los densites quasi-distinguees ont la forme: 

(14) Log f (x, u, v) = A (ut, v) x (x) + B (u) v) F (x) + C (u, v) + 7 (x) 
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Lo passage des variables u, v aux variables e0, O2 so fait par les formules 

9A B aC 
01 a- + 2 a- + a =0. 

aA aB aC 
e, -A+ E'2 + --- q- 0, a t RV RV- a- 0. 

En particulier, si l'on prond, ce qui est toujours possible, A et B comme variables 

aC aC 
t, v on aura: l = - -, ?2 av= - ' P (01, 02) = U 91 + V 02 + C. 

La formule (14) correspond a ce quo j'ai appel6 les lois (a deux parametres) a esti- 
mation exhaustive (sous-entendu, dans les cas des 6preuves indppendantes).'1 

Au lieu de developper ces points qu'on obtiendra aisement par les m6thodes indiqu6es 
par M. Frechet, et convenablement etendues, je pr6fere insister sur une relation existant 
entre les th6oremes gen6raux, et la notion do resume exhaustif. 

Rappel de la notion generate. - Soit un point al6atotre x , x2. x, .... dont a loi de 
probabilit6 d6pend de k parametres eo, 2, .... 0k. Si XI, X2, .... Xn sont de nouvelles 

coordonnees, fonctions de xi, x2, .... x,, du point aleatoire, on dira que XI, X2, .... Xn 

(nm < n) constitue un r&sum6 exhaustit si la loi de probabilit6 liee des variables restantes 

X,m M a Xm + 2,... X, (leo XI, X2, .... Xm 6tant fixees), ne depend plus des parametres oi 
On voit que resume exhaustif s'entend, exhaustif relativement aux parametres de la 

loi de prohabilit6. Je rappelle que ces notions generales d6rivent d'id6es introduites par 
R. A. Fisher. 

Expression simple du thdoreme gendral. - Tout se ramene a d6finir l'ellipse ou 

l'ellipsoide Eo On peut l'obtenir de la maniere suivante. La densitM de probabilite 
T (xl, x2... xn, ,, 02) consid6r6e comme fonction de 0o, 02 donne l'egallte, oih T est la 
diff6rentielle totale de 7 ainsi contid6reo. 

= d o, U, + d 02 U2 

E ( d6finit alors une forme quadratique dont la r6ciproque donne l'6quation (tan- 

gentielle) de E0 

Etude prealable d'un seul paranetre. - La loi de probabilit6 el6mentaire do x, x2,.. X.n 
ayant toujours la forme 7 [xI, X2 .... xn, o] d.xl dx2 .... dxn, supposons qu'une fonction 
X, (xI, x2, .... x5) ait la propri6t6 que la loi de probabilite line du point wl, x2 ... . xn 
quand X, est donn6 no d6pende plus du param6tre 0. On aura une identit6 de la forme 

(15) A (X,, E) dX, BX, (1, 2, . .. n-) d, d'2 . . .. dtn-I - 

T (xi, x2 .... xn, ) dxl dx2 .... dxn 

Les B6tant n-1 fonctions des x. qui, avec X, constituent les nouvelles coordonneos 
du point xi, x2 .... xn. 

On dira donc dans un tel cas que XI est resum6 exhaustif (relativement A O) de 
l'ensemble x1, 2, .... x. 

Je dis que, dans ces conditions, on peut se limiter a la recherche des fonctions H qui 
ne sont fonctions que de Xl, la borne inf6rieure fournie par l'ingalite (3) restera a nla me. 

1 aA __ 1 gI aa 
En effet, on aura - - - gA? et par cons6quent E A -- A - =' J. 

A a( 9 A iet par consequent E ( 
aA 

? 

) G. D arm o i . Sur les lois de probabilitde estimation exhaustive (C. R. de l'Acaddmie des Sciences 
de Paris, 1935, 20>, p. 1215). 

G. D a r m o i , RIsumdrs exhaustifs d'un ensemble d'obselrations (XXITIe Session de 1'Inst. t. . de Stat., 
Athenes 1936. Bull. de l'lnst. Iut. do stat. XXIX: 2, Atlhenes 1937, pp. 288-293). 
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II en serait de meme s'il existait un nonibre m doe fonctions Xi (XI, x2 .... xn) 
donnant. lieu a la proprietA que la lol de probabilit6 li6o du point .c, crz .... xn quand 
Xi, X2 .... Xm sont connus, ne d6ponde plus du param6tre e. XI, X2, .... Xm eat encore 
r6sumn exhaustif. 

En revanche, nous allons voir quo si l'on se limite A chercher parmi los fonctions H, 
celles qui ne dependent quo de Xi, X2, .... Xm, ce groupe ne constituant pas un resum6 

exhaustif, la borne inferieure fournio par l'in6galit6 (3) est A reinplacer par une borne 

moins bonne. La zone interdite A la dispersion est plus etendue si 1' on se linite A moins 

do n variables, sauf si les nouvelles variables constituent un r6sum6 exhaustif. 
Considerons en effet la loi de probabilitA sous la formo 

A (XX, X2. X, X ) dX dX2 . dXm XI 2 .... X ( J2 d -m, ) d d , dn-m 

ou cette fois la fonction B depend non seulement de X1, X2, .... Xm ~ .... n-m 
mais aussi de 8. On a evidemment: 

I 9 T 1 PA 1 PB 

7J' 9E - A + 'B- 9 

On en deduit: 

(1 )2 ( i A)2 (1 "B 2 

E ( == E ( ; + E - 

En effet le terme rectangle a pour expression 

2 .... dX dX X2 .... x, n , ddl d ... d.-m 

Or si l'on integre A XI, X2, .... Xn constants pour commencer, l'intbgrale 

j.... j - d, d2 .....* dn-m, est nulle, Atant la d6riveo de l'int6grale 

I ....f BdMt ... dtn_m qui est gale A l'unit6. 

1 
Ainsi, l'emploi de X,, X2, .... X seuls donnera la borne ~ 

I1 PA\2 I1 9a 2 1 1 
J, = E JA - E > 

B 3) 7 

CGas de plusietair paranetres. - Supposon3 qu'il y ait k paramitres E,, 2, .... Ok et 

soit T (xI, X2, X* * 0n 0, ..... * 2 0.k) la densite de probabilite. Nous avons vu qu'en 

posant: -9'-- d91 U, + .... + d?k Uk, E [ F ) d6finit une forme quadratique 

qui donne en somme l'quation ponctuelle de l'ellipsoide Eo. 

Supposons d'abord que XI, X2, .... Xm constitue un resumn6 exhaustif relativement A 

?1, ?2, *.... k, c'est-a-dire quoe l'on ait: 

17 dxl .... dxn A (Xi, ej) dXI .... dXm B dXm 1 ....dX 

~T _ A 
oii B d6pende de tous les Xi mais ne depende plus des Oj. On aura evidemment - - 

Si donc on se limite A des fonctions H qui no soient fonctions que de XI, X2, ... X, 
on ne changera pas l'ellipse Eo 

Mais si B depend des oj, on aura comme precedernment: 

E (F) 
( E A) + E(B). 

Par consEquent, on definira par la forme quadratiquo E (-^ ) une ellipse exterieure 
A l'ellipse Eo 

C'est le theoreme quo nous voulions d6montrer. 
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Summary: 
a) The first part of the present paper includes a generalisation of certain results ob- 

tained by Mr. M a u r i ce F r 6ch et (Revue Inst. Int. de Stat., 1943: 3/4, pp. 182- 
205). The generalisation has been made in two directions: 
1. the results obtained for one parameter are extended to an arbitrary number of 

parameters by the introduction of the ellipsoid-indidatrix of a probability law. 
The ellipsoids relating to an estimate of the parameters are outside a fixed 
ellipsoid. 

2. these results are not only valid, when the observations are independent, but 
also when their probability law is arbitrary. 

b) At the end of the paper some theorems are developed in regard to the intimate 
relations between these questions and the probability laws that permit af an 
,,exhaustive summary" (i.e. a generalised notion of ,,sufficient statistic", defined 
by the writer). 

He points out that if an exhaustive summary exists, it is possible, without any 
loss of precision, to restrict oneself to functions of the observations that only make 
use of this summary. 

When there is no exhaustive summary there w'ould always be loss of precision, 
if the number'of variables were reduced. These last-mentioned results are valid in 
the case of independent observations only. 
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