
Sur l'extension de certaines evaluations statistiques au cas de petits echantillons
Author(s): Maurice Frechet
Source: Revue de l'Institut International de Statistique / Review of the International
Statistical Institute, Vol. 11, No. 3/4 (1943), pp. 182-205
Published by: International Statistical Institute (ISI)
Stable URL: http://www.jstor.org/stable/1401114
Accessed: 21/12/2009 05:40

Your use of the JSTOR archive indicates your acceptance of JSTOR's Terms and Conditions of Use, available at
http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp. JSTOR's Terms and Conditions of Use provides, in part, that unless
you have obtained prior permission, you may not download an entire issue of a journal or multiple copies of articles, and you
may use content in the JSTOR archive only for your personal, non-commercial use.

Please contact the publisher regarding any further use of this work. Publisher contact information may be obtained at
http://www.jstor.org/action/showPublisher?publisherCode=isi.

Each copy of any part of a JSTOR transmission must contain the same copyright notice that appears on the screen or printed
page of such transmission.

JSTOR is a not-for-profit service that helps scholars, researchers, and students discover, use, and build upon a wide range of
content in a trusted digital archive. We use information technology and tools to increase productivity and facilitate new forms
of scholarship. For more information about JSTOR, please contact support@jstor.org.

International Statistical Institute (ISI) is collaborating with JSTOR to digitize, preserve and extend access to
Revue de l'Institut International de Statistique / Review of the International Statistical Institute.

http://www.jstor.org

http://www.jstor.org/stable/1401114?origin=JSTOR-pdf
http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp
http://www.jstor.org/action/showPublisher?publisherCode=isi


SUR L'EXTENSION DE CERTAINES EVALUATIONS 

STATISTIQUES AU CAS DE PETITS ECHANTILLONS 

par Maurice Frechet. 

Introduction. 

Ce memoire 1) est consacre a l'extension au cas de petits echantillons de 
la methode de determination empirique d'un parametre basee Sur le principe de 
la moindre dispersion et a sa comparaison avec les methodes basees sur le principe 
de la valeur dominante et sur celui de la plus grande plausibilite. 

Si nous nous en etions tenus aux demonstrations, nous aurions pu abreger 
sensiblement ce memoire. Mais il nous a paru necessaire d'entrer dans plus de 
details qu'on ne le fait generalement, afin de separer plus nettement des deduc- 
tions mathematiques, les hypotheses et les conventions sur lesquelles elles reposent 
et dont le choix, aussi platsible que possible, n'a cependant rien de necessaire. 

Notations. - Soient X, X2, .... X,, n valeurs prises par une variable 
aleatoire X au cours de n epreuves independantes. On se limitera, dans la suite, 
au cas ou la loi de repartition de X peut s'exprimer par une probabilite elementaire 
6 dx et ou, de plus, la densite de probabilite b en un point x est une fonction d'une 
forme connue f(x, 0), dependant d'un parametre dont la valeur vraie 0o est 
inconnue. 

On se propose d'evaluer 0o connaissant d'une part, la forme f(x, 0) de S et, 
d'autre part, les resultats de n epreuves qui ont donne les valeurs numeriques 
xl, x2, ... . a X1, X2, .... X. Sous cette forme stricte, le probleme ne peut 
etre re'slu par de simples deductions mathematiques. 

II s'agit done de fixer certaines conventions plausibles qui assigneront a 
tout ,,echantillon" de n valeurs x1, X2, .... Xn de X une valeur determinee t, 
laquelle sera prise comme valeur empirique de la valeur vraie 8o . t est donc une 
certaine fonction convenablement choisie de xl, x, .... Xn 

(I) t H, (x1 .... X). 

On voit que chaque echantillon determine t, de sorte que 

(2) T, = Hn (X,t ....Xn) 
est une variable aleatoire dont chaque echantillon determine une valeur. (Quand, 
dans nos raisonnements, n sera fixe, nous ecrirons, pour simplifier, H au lieu 
de H, et T au lieu de T,). 

1) Le contenu de ce memoire a forme une partie de notre cours de statistique 
mathematique a l'Institut Henri Poincare pendant l'hiver 1939-1940. 11 constitue l'un 
des chapitres du deuxieme cahier (en preparation) de nos ,,Legons de Statistique 
Mathematique", dont le premier cahier ,Introduction: Expose preliminaire de Calcul 
des Probabilites" (119 pages in-quarto, dactylographiees) vient de paraitre au ,,Centre 
de Documentation Universitaire", Tournois et Constans. Paris. 
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Choix de la fonction H (X, .... Xn) qui determinera la valeur empirique 
de 0o. - II est important d'analyser les raisons qui peuvent guider dans le choic 
de la fonction H pour en faire eclater le caractere inductif, pour faire voir que 
s'il est possible de le rendre plausible, il ne peut etre question de le considerer 
comme necessaire. 

Nous ferons cette analyse pour trois des methodes connues. 

PREMITRE PARTIE. 

Methode de la plus petite dispersion. 

Premiere condition impo,ee a la fonction H. On espere que la valeur 
t = H(x1 .... Xn) deduite de l'echantillon x1 .... Xn, sera voisine de 0o. 

Afin de choisir H de fagon a realiser ce desir, on pourra convenir d'abord de 
choisir H de fagon que 0O soit une ,,valeur typique" 1) de la variable aleatoire 
T = H(X1, .... X). Par exemple, 0o sera une valeur probable de T, ou bien une 
dominante. etc. Dans ce qui suit, nous choisirons comme valeur typique de T, sa 
valeur moyenne; nous imposerons donc a la fonction H la condition 

O H (X1, .....Xn) = 0o, 

et pour rappeler que c'est la valeur moyenne calculee en supposant que dans 
f(x, 0), on doit prendre 0 = 0, nous ecrirons 

(3) eo0 [,f (X1 ,,..... Xn) = 0. 

On voit qu'ici nous nous inspirons de l'idee simple suivante. Supposant (3) 
verifiee, nots avons a calculer emniriquement une valeur typique 0o de T, con- 
naissant une seule valeur de T, soit H (x,, .... x,). La seule ressource dans ce cas, 
c'est de prendre comme valeur approchee de 0o, la seule valeur connue, t, de T. 
On voit combien nous sommes peu assures que cette valeur soit reellement 
approchee. 

Seconde condition. Cependant, la condition (3) ne determine pas H, elle 
delimite seulement une classe de fonctions que nous pourrons appeler ,,admissibles". 
Nous pouvons profiter de cette indetermination pour ameliorer le choix de H. 
En etfet, il est clair que la valeur approchee t de 0o risquera d'autant moins d'etre 
eloignee de 0o, que la dispersion de T sera plus petite. Par consequent, on choisira, 
parmi les fonctions H admissibles, celle ou celles dont la dispersion est la plus 
faible. Ici encore nous pouvons traduire cette condition de faqons diverses en 
mesurant la dispersion de T par son ecart moyen, son ecart probable, etc. 

Voici donc le principe d'une methode de choix de la fonction H: on restreint 
le choix de H en le limitant aux fonctions telles que 0o soit une valeur typique de 
T = H (X, .... X,) et parmi celles-la, on prend celle dont la dispersion est la 
plus petite. 

Non seulement, nous ne sommes pas assures que pour la fonction II 
choisie, la valeur empirique t = H (xl, .... x,) sera voisine de 0o, mais meme, ce 
choix n'est pas unique, puisqu'il serait modifie selon ce que l'on conviendrait de 
choisir pour valeur typique ou pour dispersion. 

1) La terminologie et les notations de ce memoire sont celles du premier cahier de 
nos ,,Lecons de Statistique Math6matique" signalees en note, p. 182. 
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Troisimre condition. Mais une autre difficulte se presente, m6me quand 
on fait un choix determine de la valeur typique et de la dispersion, quand par 
exemple, on choisit, comme nous allons le faire, la valeur moyenne et l'ecart 
quadratique moyen. 

II devrait suffire qu'on ait assujetti la fonction cherchee H" aux deux 
conditions 

(4) 0o =- ZrOoH" 

et 

(5) l (H" - o)2 Es 0 (H - o)2 

pour toutes les fonctions H telles que 

(6) o -= Z o0 H. 

Or, parmi les fonctions H verifiant (4) figure la fonction reduite a une con- 
stante egale a 0o et pour cette valeur particuliere ot0g (H- 0o)2 est nulle. Donc, 
d'apres (5), MZ6o (H"- 0,)2 doit etre nulle: on sait qu'alors H" (X, .... Xn) 
doit etre presque certainement egale aussi 'a o. La fonction cherchee H" qui serait 
choisie pour determiner une valeur empirique de 0o, ne serait donc connue que si, 
prealablement, on connaissait 0o, c'est-a-dire, precisement ce qu'on cherche. 

Devant cette difficulte, on va assujettir la fonction cherchee a une nouvelle 
condition qui s'impose moins naturellement que les precedentes. Tout en conser- 
vant les conditions precedentes, nous allons supposer qu'au lieu de les imposer 
seulement en prenant pour 0o la valeur vraie cherch6e, on les suppose verifiees 
en remplagant 0o par n'importe quelle valeur 0. Alors, d'une part, elles auront 
bien lieu comme il le fallait pour la valeur particuliere 0o de 0 qui nous interesse; 
et d'autre part, il ne sera plus necessaire de connaitre precisement 0 pour les 
imposer. 

C'est la une methode qui a ete appliquee depuis longtemps pour les grands 
6chantillons, et que nous allons mettre en oeuvre pour les petits echantillons ou 
plus precisement, pour une valeur arbitraire de n. Les premiers des resultats qui 
suivent ont ete deja obtenus par Doob. Nous les avions retrouves (et enseignes 
en 1939) sans avoir remarque a ce moment l'anteriorite de cet auteur. 

Position di probleme. II s'agit de determiner une fonction H' (X1, ... Xn) 
telle que l'on ait, quel que soit 0: 

(7) = M o H' (X, ....,,) 
et 

(8) M'6o [H' (X,,.... Xn) - 9]2 Me [H (X1 ....X,) - 812 

pour toutes les fonctions H telles que 

(9) 0 = rZe H (X,, .... X,). 

Remarque. Supposons qu'on admette parmi les fonctions H des fonctions 
dependant de 0; il ne parait pas a priori impossible, en effet, de determiner la 
valeur empirique t de 0o, au moyen de l'equation implicite 

t = H' (xl, .... , t) 

Mais dans ce cas, la condition (9) est evidemment verifiee en prenant 
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et alors d'apres (8), Mge [H(X, .... Xn, 0) - 0]2 devrait etre nul et par suite 
H' (X, .... Xn, 0) serait presque ,,certainement" egal a 0. Alors l'Iquation (Io) 
se reduirait a t.= t et ne permettrait pas de determiner t. 

Ainsi, dans ce qui precede, les fonctions H et H' doivent etre supposees 
essentiellement independantes de 0, limitation qui a comme nous le verrons (p. 194) 
des consequences tres importantes. 

BORNE INFERIEURE DE LA DISPERSION DE LA VALEUR 
EMPIRIQUE DU PARAMETRE. 

Dans la suite, o0 devra rendre OT minimum, il est donc interessant d'en 
chercher une borne inferieure et de montrer' que cette borne inferieure (neces- 
sairement = o) n'est pas, en general, nulle. De plus, si l'on veut se limiter aux 
grands echantillons, ce qui est souvent utile, il est bon d'avoir une expression 
asymptotique (en fonction de n) de OT ou plutot de sa borne inferieure. 

La resolution de ces djfferents problemes s'opere au moyen de la formule 

(0I) oT - 
OA Vn 

et de la formule 

(II) (plus petite limite de V/n orT) . 
OA 

n - oo 

ou A est la variable aleatoire 

f f(x, o) 
(I2) A = I f(X, ) A f(x,o) ca 

Ces deux: formules - ou des formes equivalentes de ces deux formules - sont 
connues depuis un memoire publie en I898 par Karl P e a r s o n et Filon. Mais 
il faut observer que les premiers auteurs qui ont ecrit la premiere, (Io), l'ont 
demontree seulement asymptotiquement, c'est-a-dire l'ont ecrite en tant qu'ecriture 
abregee, valable seulement et alors approximativement, pour les grandes valeurs 
de n. C'est dire qu'ils n'ont reellement demontre que la seconde formule, soit (II). 
C'est ce qu'ont fait aussi Edgeworth 1) puis R. A. Fisher 2). C'est Doob 3) 

qui semble avoir obtenu le premier la formule non asymptotique (Io) et sans l'hypo- 
these de normalite faite par ses predecesseurs. 

L'objet de ce paragraphe consiste a montrer que sous des hypotheses beaucoup 
plus generales que celles des premiers auteurs, on peut etablir la formule asymp- 
totique (I ). Et que si .l'on rend plus strictes nos hypotheses, on peut meme 

prouver la formule OT a pour toute valeur de n. 
aA Vn 

On verra, en outre, qu'on peut mettre les demonstrations des premiers auteurs 
sous une forme plus familiere aux etudiants de Calcul des Probabilites. Ce 
faisant, la demonstration, - essentiellement differente des demonstrations ante- 
rieures, qui cessent d'etre valables dans le cas plus general ou nous nous placons, 
- n'en devient pas pour cela plus compliquee, tout au contraire, et fournit non 

1) Journal of the Royal Statistical Society, 1908. 
') On the mathematical foundations of theoretical statistics (Philosophical Trans- 

actions, 1922, A CCXXII, pp. 309--368). 
3) Stattistical Estimation (Transactions American Math. Soc.. t. 39, 1936, p. 410-421) 
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seulement (II) mais (Io). Elle semble avoir ete donnee pour la premiere fois 
par Doob. 

Sous les hypotheses faites dans les publications anterieures a Doob, la variable 
aleatoire Tn etait supposee devenir ,,normale" autour de 0 pour les grandes valeurs 
de n. (Rigoureusement parlant, cela voulait dire que la densite de probabilite au 

Tn - 0 I - Y2 
point y, de la variable reduite: Y = 6 convergeait vers: e 2 ) 

oTn V2 n 

Au lieu de supposer ainsi connue la distribution reduite limite de T, et 
d'imposer de cette faqon, au choix de la valeur empirique, une condition que rien 
ne sugg#re a l'intuition, nous nous contenterons d'imposer une condition qui est 
une consequence particuliere de cette hypothese de distribution. II resulte en effet 

de celle-ci que la valeur moyenne de T. tendait vers 0 avec -. n 
Mais il n'est nullement necssaire de passer par l'hypothese trop stricte de 

la ,,normalite". II est en effet tres naturel d'imposer directement au choix de la 
fonction H la condition, comme on l'a vu plus haut, que 0 soit egal a une valeur 
typique de H et, en particulier, comme nous le ferons ici, a sa valeur moyenne. 

I1 est vrai que, d'apres les hypotheses des auteurs precedents. t o Tn etait 
suppose seulement tendre vers 0 quand n - oo. Mais alors leurs resultats n'etaient 
utilisables que pour de grandes valeurs de n. Si nous voulons obtenir un resultat 
valable meme pour de petits echantillons, il y a donc lieu de supposer que, l T 
est precisement egal a 0. 

Ce sera notre premier cas. Nous examinerons ensuite comme second cas, 
l'hypothese oiu t T, tend vers 0 quand n croit. 

Premier cas. Nous supposons que te T = 0, c'est-a-dire que 
+oo + oon 

(16) 0 = f .... f H(x, .... x) 1 f(xj, 0) dxj 1) 
- 00 - 00 j=l 

Les fonctions H et f sont donc soumises a la condition (I6) et a la condition 
+ oo 

(I7) f f(x, 0)dx = i ou 
--00 

+ oo +_oo 

(18) ... f [f(x,, e)dxj] I 
--o --O 

La condition (I8) est inevitable. La condition (I6) est seulement une condi- 
tion plausible, mais moins stricte d'ailleurs que celle de la ,,normalite". Enfin, 
nous supposerons (uniquement pour la commodite des calculs), que les fonctions 
H et f sont assez continues et regulieres et que leur comportement a l'infini est 
assez rapide pour qu'on ait le droit d'appliquer dans ce qui va suivre les regles 
de derivation d'une integrale par rapport a un parametre. 

Question d'existence. II est important pour la premiere partie et aussi pour 
la seconde de prouver qu'il est possible de satisfaire a toutes ces conditions. 

Par exemple, supposons que f(x, 0) soit de la forme g(x - 0) avec: 
+00oo +0o 

(I9) f g(t)dt= i; tg(t)dt= o 
-00 -00 

L) En posant, en g6n6ral, comme d'habitude 117 j = un u,.. uy... Un. 
j=1 
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+00 

Posons de plus 02 = f t2g(t)dt. (Telle est, entre autres, la fonction: 
-00 

I - t2 

go(t) - - ei2 ). 
o V2 a7 

Alors (I7) est verifie. En prenant H(x1, .... x,) = 1 on peut 

s'assurer que I'equation (I6) sera aussi satisfaite. 

On verrait qu'il en est de meme si l'on prenait par exemple, 

Zx i Z(X -- Xk)2 2 (20) (X, x2 *, .... Xn) - + -- n O2 
n n -- 

Plus generalement, soit h(x) une fonction a derivee partout de meme signe 
et qui varie de - oo &a - oo, quand x croit de - oo 'a - oo, et supposons que 

f(x, 0) - g(h(x) - 0)h, 

g(t) verifiant encore les conditions (I9). On pourrait alors prendre par exemple 

H(x. v,,n) = h(xi) ou 
n 

H(x , Z....h (x) + Z[h(xi) h- (xk)]2 
tn -- I 

De'monstration de l'inegalite 1Io).' La demonstration de (Io) est tres 
courte et se reduit a l'utilisation des hypotheses faites par la derivation en 0 des 
conditions qui les expriment et a I'application aux formules obtenues de l'inegalite 
generalisee de Schwarz (cette derniere qui s'ecrit 

(29) [sTI(Z T)12 Z Mt Z2 .t. T2 

est valable, comme on sait, pour tout couple Z, T de variables aleatoires definies 
sur la meme categorie d'epreuves). 

En derivant (I8) par rapport a 0; on a 
+o0 +00 

(30) f .... f [Z A(x)] n1 [f(x., O)dxj] o 
- 00 - 00 

efi A (xi) est une valeur particuliere de la variable aleatoire 

4-A(X I a f(x, o) A =A(X) -f(X,9) 
-f(X, o) - o 

En posant U = Z A(Xi), on peut donc ecrire, d'apres (30) 

(31) et U o. 

D'autre part, en derivant (I6) apres l'avoir mis sous la forme equivalente 

(32) .... f [H(x, .... x,) - ] H [f(x, 0)dxi] o, 
00 --0 i 

on obtient 
+00 +O* 

f . [H(x,,.... xn) 0- ] [ A(xi) [fT(x, )di] - I = - -O --00 

OU 

t [,(T - )U] = 
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et puisque 

Si T = 6, Sit U = o, on aura 

(33) Oi [(T- Sl T) (U - It U)] = I, 

d'oi', par l'inegalite gene'alise' de Schwarz (29): 

(34) i -- - [ O (T - Mm T) 
2 [ 9M (U ?-__ OM U) 

2 
(OT 6L1)2 

On peut d'ailleurs simplifier en observant que U est la somme de variables 
independantes; de sorte qu'en vertu de 1'egalite de Bienayme, on a: 

OUY)" = 2I [OA(x5) ]2:- tt(OA)2 

D'oii, finalement, l'inegalite annoncCe 
(Io) 

F 
I a ,f(X, O) 

(OT)2 A 
avec T = H(X1,.... Xn), A = 
(- n(aA)2 ''''~~ -f(X,) e> 6 

ine'galite remarquable o'i le second membre 1) est independant du choix de la 
fonction H definissant la ,,valeur empirique" T et oix dans le premier membre, 
on peut prendre pour T toute valeur empirique T = H(Xj.... X,,) assujettie 
a' la seule condition (i6), c'est-a-dire: itMe T = 0 quel que soit 6. 

Second cas. Si l'on est dispose 'a limiter I'utilisation de Ia formule obtenite 
aux grandes valeurs de n, on peut considerer un cas plus gene'al que le prkcedent. 

Au lieu d'assujettir le choix de la fonction T = H 'a la condition e e T = 6, 
contentons-nous de supposer que la quantite e(6, n) = Mete Tn - 6 converge 

vers o avec - ou plutot, pour faciliter Ia demonstration, 'supposons que e(6, n) est 

EQn, n) 
derivable par rapport 

' 
6 et que co (, n) = 0 converge vers zero quand 

n -* 00. Dans cette hypothese, plus generale que la pre&edente (et qui abandonne 
encore une fois l'hypothese de la ,,normalite' ia la limite de la loi de distribution 
de T = H(X,,1 .. X.)), la formule (io) n'est plus, en gene'ral, exacte, mais 
elle l'est 'a la limite, sous la forme (i i). La demonstration est aussi courte que 
la precedente dont elle suit la mnme ligne generale. 

De'monstration. On a encore la condition (i8) dont on deduit (31) par 
de'ivation. La condition (i6) est remplace' par Mgte T. - 6 = e(6, n), d'oi' l'on 
deduit, comme plus haut, par derivation 

OM [ (Tn - m Tn) I(U - mr U)1 + 
o 

(0, 12 

D'apres l'inegalite generalisCe de Schwarz et 1'egalite de Bienayme, on en 
deduit, comme plus haut 

tg (a Tn)2 (OA) 2 .6+d 8 n] T ~ In 
I + - - (6,n) 

1) Observons qu'en vertu de O A = 0, on peut ecrire: 
+ob +co 

(G)=f[+ 9 ]f dxt ou: '(A)3 (X,9) [af(xt j9 dx. 
-C0 -0. 
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D'oii:, 

(II) [plus petite limite de (OT, ) -/n] ; -L. 
OA 

DETERMINATION DE LA DENSITE MINIMISANTE. 

De mime que l'inegalite g'neralis~e de Schwarz (29) nous a permis d'obtenir 
simplement l'inegalite connue (ii) et l'inegalite assez recente (io), de m~me la 
condition classique 1) pour qtie l'inegalite generalisee de Schwarz devienne une 
egalite va nous permettre de determiner dans quel cas OT atteint sa borne 

inferieure 

Premier cas. Nous traiterons seulement le cas de n quelconque et, par suite, 
nous supposons la valeur empirique T choisie de sorte que S1 e T = 9 quel que 
soit 9. On a vu qu'alors, on a: 

(Io) OT T 
OA \n 

Ici OT et OA dependent en general de 9. Si, pour une valeur determinee de 9, 
et une fonction H' particuli'ere parmi les fonctions H admissibles, les deux mem- 
bres de (io) sont egaux, c'est que le second membre est non seulement une borne 
inferieure du premier, mais meme est son minimum et que ce minimum est 
atteint pour H H'. 

Or, on sait 1) que l'inegalite generalis~e de Schwarz (29) ne se reduit 
" 

une 
egaliiC' que dans le cas oii ii existe deux nombres a, f non tous deux nuls tels que 
a Z -4- fi T soit ,,presque certainement" egal 

' zero. L'inegalite (io) o'i (34) ne 
devient donc une egalite que si a, j6 existent (non aleatoires et non tous deux nuls) 
tels que a(H' - 9) + f U = o (sauf en un cas de probabilite nulle que nous negli- 
gerons dans la suite). D'ailleurs, en supposant evidemment que f depend effecti- 
vement de 9, U n'est pas = o, donc a /z o et par suite 

(40) H' = 0 + A' U, oii 2' est un nombre certain. 

D'ailleurs, en vertu de (40) et (33), on a 
t ~~~~~~I 

1 =2 SIt ~2 U2 =2'ZI n St& oA2, d'oii 2' = A2 et par suite 

H' 0 + n M A2 IF a 0 o 

5J7BS A A2I[ df(Xi, )0 

[L f (Xi, 0)1 

(40) H' 0 + O+ 2) 

a ff(x X 9)]dx 
-OD 

D'ailleurs, ii est clair que, d'apres (40) et (3i) St H' = 0 + 2' SI U = 9. 
H' serait donc bien une des fonctions admissibles si H' etait independanr de 9, 
condition dont nous avons constate la ne&essite page 184. 

1) Voir, par exemple, p. 20 du premier cahier de nos ,,Legons de Sitatistique Mathd- 
matique". 

') L f ddsigne ici et dans la suite le logarithme n6p6rien de f, log, f. 
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Or, c'est ce qui n'a pas lieu en general. Observons, en effet que, d'apres (41) 

(42) H' = - h(Xi, 0) avec 
n 

(43) h(X, 0) = 0 + i(0) L f(X, 0), ou 

(44) x() = + o 

a\f(xo^) 2 dx 
J o a0 J f(x, 0) 

-00 

Pour que H' soit independant de 0, il faut et il suffit que h(X, 0) soit inde- 
pendant de 0. Or, on trouve facilement des exemples ou il n'en est pas ainsi. 
Reprenons, pour le montrer, .l'exemple de la page I86. Si f(x, ) =-g(x-0), on a 

= [g'(x - )]2 dx= f [Sg((t)]2 dt = - 
A(0) _ . g(x - 0) -0o g(t) 2 

quantite independante de 0. D'ou l'interpretation de (43): 

h(x, 0) = 6 + a L (x - 0) )0 
Si l'on suppose h(x, 0) independant de 0 et egal a h(x), on aura, en integrant 
en 0 

[h(x) - 0]2 
k(X 22 = L g(x -6o) 

ou k(x) est une fonction arbitraire de x. Ainsi L g(x - 6) est une fonction du 
second degre en 0. En remplacant x, 0, par - 0, - x, g(x - 0) ne change pas, 
donc L g(x - 0) est aussi du second degre en x et le terme de plus haut degre est 
_ X2 

x22 

)2 Donc L g(x-- ) est de la forme:-- (x a6x--- fl6j- ?) + 6 

et puisque L g(x- 0) est une constante pour x .= 0, on a 

a -= o, f + y = o. D'ou 

( - ))2 L 0) _ -- ( - )2 + r (X - 0) + a 

avec 2 > o, ou 

LI,(x-6) - -(x-6- 2 + 6' 7. ,(,._ ) = _ (X-@ y -)2 

(x - O--y )2 

f(x, 0) =g (x- ) =e e 2 ; 

_(t- A y)2 

g(t) = e e 2 A 

Or, d'apres (I9), g(t) est la densite de probabilite d'une variable aleatoire ayant 

pour moyenne o et pour ecart quadratique moyen o. Donc e - , y = 0, 
A/2 0 

2 =- 2, d'ou enfin 
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I (x - '0)2 

(45) f(x, 9) e= 202 
3 V2 7 

On a vu (p. 187) que si f(x, ) = g(x - 0) ou g(t) verifie les conditions 
(I9), il y a une infinite de fonctions H independantes de 0, telles que 
rt H(X, .... X) - 0. Mais, parmi toutes les variables aleatoires X corres- 

pondantes, il n'y a que celles qui sont des variables ,,laplaciennes" pour chacune 
desquelles un choix d'une fonction H(x, .... Xn) independante de 0 (et verifiant 
encore SIto H = 0) peut donner un ecart oT atteignant la borne inferieure 

(et ceci quel que soit 0). 
OA \/n 

Etude des densites distinguees. Appelons (provisoirement, dans ce memoire) 
densite distinguee, toute densite de probabilite f(x, 9) telle que la fonction 

a L f(x, 0) 

(46) 0 + +o 
a[ f(x, ) dx 

soit independante de 0. 

Pour ces densites distinguees, on va pouvoir determiner la fonction minimi- 
sante H'(X1, .... X) et etendre au cas des petits echantillons la comparaison des 
methodes d'estimation faites par divers auteurs dans le cas des grands echantillons. 
I1 vaut donc la peine de chercher la forme generale de f(x, 9) pour cette categorie 
de variables. 

Mais auparavant constatons que dans le cas d'une densite distinguee et dans 

ce cas seulement OTr peut atteindre sa borne pour au moins un choix 
OA Vn 

parmi les fonctions H telles que SZ e H = 0 et qu'alors un tel choix ne peut fournir 
qu'une seule fonction (independante de 0) a savoir la fonction H donnee par (4I). 
Pour une telle variable, la fonction (46) ne depend, par hypothese, qu'en apparence 
de 0. En appelant h(x) cette fonction, on voit qu'on a l'identite de la forme 

(47) A(0) a-- L f(x, 0) = h(x) - 0 

ou i2(0) > o. On peut considerer comme la derivee seconde d'une fonction 

p(0); d'ou a-- L f(x, 0) = oe"(0) [h(x) - 0]. 
Par suite L f(x, 0) - s'o [h(x) -.0] - p(0) est une quantite independante 

de 0 que nous pouvons representer par l(x). 

Ainsi toute densite distinguee, f(x, 0), est de la forme 

(48) f(x, 0) - eu'o h (x)- 01 + ()+ (x) 

D'ailleurs I(0), h(x) et l(x) ne peuvent y etre pris arbitrairement, car on doit 
avoir: 

+o 
(49) f f(x, O) dx = i. 

Ces deux conditions nessaires (48) et (49) sont sufisantes. En effet, soiet, 
Ces deux conditions necessaires (48) et (49) sont suffisantes. En effet, soient, 
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reciproquement, trois fonctions F(O), h(x), t(x) telles qu'on ait quel que soit O 

(50) f ey'e [h (x) -] +f (9) + I (x) dx I 
-00 

Alors, la fonction (46) est distinguee. En effet, si A2() est une fonction de 0 

quelconque, 1'expression 0 + 2() - L f(x, 6) se reduit, d'apres (48), a 

(5I) 0 + -(0) u"e [h(x) - 0] 

et il suffit de prouver que A(0) y"o se reduit a I quand 
+00 

I __ 

(52) 
I 

=/[- L f(x, 6) ]f(x, a) d = (oA) 

pour montrer que l'expression (46) se reduit a une fonction h(x) independante 
de 0. Le second membre de (52) est ici: 

I +?? +o, 

(53) - = f "2 (h -6)2 e' (h -)+ y + ldx. 
xA(0) - 00 

Or, (50) etant verifiee quel que soit 0 ,derivons-la en 0, on aura: 

+ 0 

f e~'s (h- o)+ tlo (h -- )dx - =o 
-o 

On peut diviser par I"e qui est independant de x. Si l'on derive alors encore en 
0, on aura: 

+oo +oo 

(54) f e'(h - 9)+t+ It' (h - )2 dx -= e'(h - )++ + dx- I 
--o - 0 

d'ou en combinant (53) et (54) 

(52bis) a j" = i. 

Incidemment, puisque, d'apres (52), 2(6) est positif, il en resulte aussi que 

' (= -() est aussi positif. 

On peut d'ailleurs preciser d'une maniere plus directe que par (50), le choix 
des fonctions /(6), h(x), I(x): on peut prendre arbitrairement h(x) et l(x) 1) 
et alors fi(O) est determine par (50) ou meme mieux par une formule explicite. 
En effet, (50) peut s'ecrire 

+00 

ee?- -y- eF'eh(x)+'(x) dx. 
- 00 

Donnons-nous alors arbitrairement h(x) et 1(x) et soit s une variable arbitraire: 
la fonction 

+ 00 

fh eshx) (x) dx ') 
-00 

sera une fonction positive connue que nous pourrons representer par e'(s). On 
voit alors que /(6) sera defini par 

0 f/ -- =v (/') ou 

1) h(x) et l(x)sont arbitraires, mais tels bien entendu que l'int6grale representfe 
ci-desous par e tF(s) soit convergente et derivable en o. 
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(55) IL = 6 Il' - p(VIV) 

c'est-a-dire une equation de Clairaut. La solution It' = constante reduirait f(x, 6), 
d'apr'es (48) 'a une fonction independante de 6, cas o,u le proble'me n'aurait plus 
de sens.- I est donc donne par la solution singuli'ere de (55), qui est unique et 
s'obtient en e'liminant s entre IL = 0 s - V(s) et 9 = p'(s) ou encore entre 

+0c 

08- It f h 
eSh(x)HI(X) dx et 

- 00 

+00 

(55bis) f esh (x)+ I(X) [h(x) - 6] dx = o. 
-00 

Si l'on veut, IL(6) est donne par la relation 

+00 

e = e-0' sf esh (x)+ I(x) dx 
-00 

out s est donne en fonction de 9 par la relation implicite (55bis). 

Fonction H' minimnisantie. Quelle est alors quand on connait la densite 
distinguee f(x, 6), et qu'on 1'a mise sous la forme (48), celle, H', des fonctions 
H(XI..X.) v'rifiant 6 = Me H et telle que vH- atteigne pour chaque valeur 

de 6, un minimum absolu, egal 
' 

GA /f 

C'est, d'apr'es ce qui prec'ede, c'est-a-dire d'apres (42) 

1 
(56) H'(X,.... X) - [h(Xl) + *... + h(XA)]. n 

Cette fonction est bien de'ermin6e connaissant f(x, 6) quand f est de la 
t orme (48). 

Pour determiner H' connaissant f, il n'est, cependant, pas ne&essaire de 
mettre d'abord f sous la forme (48) afin de calculer d'abord h(x). Il suffit 
d' erire H' sous la forme (41) qui ne ne&essite que la connaissance de f. Si, 
f(x, 6) est une fonction distinguee, le second membre ne dependra qu'en appa- 
rence de 6 et se reduira de lui-m2me a une expression de la forme (56) ce qui 
sera une mani'ere de ddtern-iiner h connaissant f. 

De meme, on peut calculer la valeur empirique t = H'(x1) .... xn) cor- 
-X h (xi) 

respondant 'a un &chantillon 4onne, soit par la formule simple t 2 

quand on connait h, soit seulement connaissant f. 
En effet, H' est aussi donne'e sous la forme (40). De sorte que 

t= + A(6) 2 L f(xi,60) 

oi le second membre ne depend qu'en apparence de 6. En p,renant 6 = t, on a 
donc, puisque A (0) > o, 

(57) 2 L f(xi, t) =0 
c) 

Ainsi, quand f(x, 6), est une densite distinguee, la valeur empirique t de 6 
correspondant ''c un kchantillon x , xn est une racine de 1'equation (57) en t. 

6 
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D'ailleurs, cette equation a une racine et une seule quand X estt une variable 
distingue'. Car alors, d'apr's (48) 

2'- L f(xi, t) c)t rt 

2'hz(xi) 
avec i" > o. On retrouve la racine (unique) t 

= 

h 

qui serait obtenue si l'on avait employe directement pour H' l'expression (56). 

Expression de la valeur empirique. On a vu que: pour que 0T. atteigne la 

borne inferieure i , ii faut et ii suf fit que f,(x, 6) soit une densite' distinguee. 
GA 

Constatons alors que s'il en est ainsi, ii n'y a qu'une seule fonction H', tne seule 
evaluation empirique de 6 fournie par la methode de la plus petite dispersion. 
Cette fonction est donne', connaissant f, par la formule (41); mais quand on a 
Pu mettre f sous la forme (48), on constate que H' est de la forme 

T WH'(X1I .. ) h(Xi) 

Cette fonction H' ne pett donc avoir une forme arbitraire: non setlement, 
c'est une somme de fonctions ne dependant chacune que d'une des quantites 
X,,.... X,, mais c'est meme la moyenne arithme'tique des it valeurs observees 
h(Xi) d'une meime variable aleatoire auxiliaire Y = h(X). 

Expression cle la dispersion. Quand la densite f(x, 6) est distingute, l'6cart 
qtadratique moyen de T. est donne d'apr'es ce qui prec'de, par 

I I 

(g T)2 = 
n(OA )2 f(X)2 dx 

0i3 i f(x, )0 

Quand on a pu mettre f sots la fonne (48), on pett obtenir 0Tn sans inte- 
gration, explicitement en fonction de O.-En effet, dans ce cas nous avons 6tabli 
les formules (52) et (52bis), d'oiu resul'te immediatement: 

(58) Ip 
flT")I U0"e 

Loi de probabilite de la valeur empirique. En posant Y =' h(X), on voit 
que T- etant la moyenne arithmetique de nt valeurs (independantes) de Y, sa loai 
de probabilite re'duite tendra quand n-+ 00 vers la loi de Laplace sous des 
conditions peu limitatives ' 

imposer ia Y 1), ou, par suite, 'i X. La valeur 
moyenne 6 de T. etant independante de it, la valeur moyenne de la variable 

reduite 
T n- 6 restera nulle et son ecart quadratique noyen restera 

OA 

egal 'a i. Des lors la probabilite 'l elientaire de 5, tendra vers 
I -a 

e 2dd 
V2 21 

De sorte qte 1'expression asymptotique de la probabilite elementaire de T. sera 
n (t-e9)2 

-\I ne 2vA dt avec (OA)2 = 1F"82. 
OA qeY tn 

II1; suffit de3 suppPOer queE Y a une v V8leur mo~10yenne~ et; une fluctuati;on finieEis. 
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L'ecart moyen de $ tendra vers et par suite celui de T,, aura pour ex- 

pression asymptotique 

= 

n an 

Ge&e&alisation. Soit une fonction quelconque a(zj. Si l'on pose 

Ip(x, 7) = f(x, a(:)) 

on voit qu'on peut dire aussi bien que la densite eeipentaire de X est ip(x, i) que 
f(x, 9). La methode pre&edente d'evaluation approchee de 90, 'tait au fond une 
methode d'evaluation de la vraie densite '(x) = f(x, 9o). Or si 9, = a(z,), on a 
6(x) = q(x, i,). La m'thode pre&edente appliquee 

' 
f(x, 9) et 

' 
ap(x, 7) doit 

donner chaque fois une evaluation approchee de la m~me fonction 6(x). Mais nous 
avons vu qu'appliquee 

' 
f(x, 9), on 'tait conduit 

' la restreindre au cas o'u 
f (x, 9) a une forme speciale. Nous sommes alors conduit ' 

poser la question souis 
une forme plus generale qui va elargir le champ de validite de la methode. II 
s'agit de chercher les formes de f(x, 9) telles qu'il existe au moins un changement 
de parametre 9 = a(i) apres lequel la densite de probabilite p9(x,7) = f(x, a(z)), 
devienne distingu6e. 

On pourra alors prendre pour valeur empirique de t des fonctions 
K (X1, .... X.) telles que Sitg K - qui est aussi une fonction de 7z : 
TMa (r) K(X,, .... X.) - soit pre&isement egal 

' 
z et non plus 

' 9 = a(z). Parmi 
ces fonctions K independantes de r, on choisira celle pour laquelle Site (K - z)2 = 
Slta r (K- 7)2 est egal 

' 
sa borne inferieure. Une telle fonction ne sera 

independante de i et par suite de 9 que si <p (x, 7) est de la forme (48), soit ici 

(6o) Q'(x, 7) = ev'TIk(x)r]+v(T)+m(x). 

II s'agit de voir quelle expression de f(x, 9) en fonction de 9 en re'sultera. 

Puisqu' inversement 7 est fonction de 9, z = a(9), on aura pour f une 
expression de la forme 

(6o) f(x, 9) = Tp(x, a(9))= ee(e)k(x)+x(e)+m(x) 

Ainsi, pour pouvoir appliquer notre methode plus generale ii sera ne&essaire 
que L f(x, 9) soit de la forme 

(6i) L f(x, 9) = (4O) k(x) + x(9) + n (x) 

oi' e0 x; k,, m sont certaines fonctions de 9 et de- x respectivement, choisies de 
telle faqon que l'on ait 

+oo 

(62) f f(x,90) dx = i. 
-00 

Les conditions n.cessaires (6o) et (62) suffisent-elles? Autrement dit, peut- 
on choisir a, 1, u, tels que e, k, X, m ve'ifiant (6o) et (62), on puisse ecrire 

1) Apr6s avoir oltenu cette solution de notre probtl6me, nous avons remarqud qu'elle 
cohncide avec la solution, obtenue par G. Darmois, d'un a utre problZme: trouver 
la forme g6n6rale que doit avoir f (X, 6) pour qu'il existe u n e fonction K(X,, ...X,s) 
conslituant un ,,rjsun6 exhaustif" (sufficient statistic, dirait R. A. Fisher, qul a 
introduit cette notion) de l'lchantiUon X, ,. Xn relativement i (9 et b f (x. 6). 
Voir, par exemple, G. Dar mois, R6sum6s exhaustifs d'un ensemble d'observations 
(Bull. Inst. Int. de Stat. XX-X: 2, Ath6nes 1937, pV. 288-293). 
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l'identite 

Q(o) k(x) + () + m(x) = [k( )- ] + v(:) + ) mx)? 

II suffira de prendre 

(62bis) V' = - Q(0), v() - zV = X() 

Or cela est possible, car en differentiant ces deux relations et divisant membre a 
membre, on aura: 

(63) '-' 

d'ou, en portant dans la seconde relation: 

(64) V = xe+ x. 
Qeo 

L'expression de z en fonction de 0 est fournie par (63) et la fonction v(t) 
s'obtient en eliminant 0 entre (63) et (64). 

On retiendra, en particulier, que si la densite f est de la forme (60), d'une 
part, il y a au moins un changement de variable T = a(O) qui transforme f(x, 6) 
en une densite distinguee pq(x, z); et d'autre part, il n'y a qu'un tel changement 
de variable: celui defini par (63). 

Toutefois, dans les raisonnements precedents, nous avons implicitement 
suppose possible de resoudre l'equation (63) en 0. A ce sujet, il est interessant 

d'etablir une relation qualitative entre e' et '-. En derivant l'equation (62), 
>'o 

on obtient 
+oo 

(65) f f(x, 0) [Q'e k(x) + X'e] dx = o. 
- oa 

Observons d'abord que e' ne peut etre - o, sans quoi, Q serait independant 
de 6, et alors aussi X()), d'apres (62bis) et par suite f serait d'apres (6i) inde- 
pendant de 0, cas ou le probleme de la determination de 0o n'aurait plus de sens. 
On peut diviser par e'e, d'ou: 

f(x, ) k(x)+ X, dx=o. 
- .o Q J 

D'ou en derivant encore une fois en 0 
s 2 d X'I 

(66) 1e' f f(x, 6) k + dx + - - 0. 
- coe QJ d0 Qel 

d XI Nous voyons que e' et d a'e sont de signes contraires. Par suite: il suffit 
d- Q ' 

que L'e ne s'annulle pas pour qu'on soit assure que l'equation (63) n'a pas plus I I / \ 

d'une racine en 0 (Si les limites de variation de (- ,le ), finies ou non, sont 

TI et t2, l'equation (63) aura une solution et une seule pour t, < T < T2). 

Nombre des fonctions arbitraires dans f(x, 0). On pourra appeler densite 
quasi.distinguee une densite de probabilite f(x, 0) s'exprimant sous la forme 
(60) ou k, m, Q, X sont seulement assujettis a la condition (62). 
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On observe d'ailleurs qu'on peut prendre e, k, m, arbitrairement 1), X etant 
alors determine par la relation 

+oa 
(69) e-x () = ee(e) (x) + m (x) dr. 

--00 

Dans ces conditions, la valeur empirique t' de to = a(0O) serait fournie par 

_ 2k(xI ) 

et par suite celle, t', de par 
et par suite celle, t', de 0 par 

(70) -t' t (i ) 
e'c n * 

Dans le cas actuel, on a 

2a L f(xi, 0) = 2 -[Q(6)k(x() + mn(xi) + X(O)] 

=n' [ k(xi) + 

de sorte que la valeur t' cherchee est encore ici une racine de 1'equation en 0, (57), 
comme on l'avait prouve dans le cas particulier ou f est distinguee. 

X'e 
Quant au nombre de racines de cette equation, on voit que si LOe est une 

Q o 
fonction monotone, et si Q', ne s'annulle pas, l'equation ne pourra avoir plusieurs 
racines. Cette condition peut etre simplifiee, comme precedemment: si Q'o ne 

e s'annulle pas, on a vu que est alors monotone: Donc: il suffit que Qe' ne 

s'annulle pas pour que l'equation (57) ne possede pas plus d'une seule racine. 
Elle en possedera certainement une si l'on a 

t < < '2 

Remarque. Si l'on represente par F [u(x, 0)] l'operation 

(71) F [u(x, 0)] = 2ax L Iu(x, )1 

on voit immediatement que la condition necessaire et suffisante pour qu'une 
densite f(x, 0) soit quasi-distinguee, - c'est-a-dire de la forme (6i) - est que 
la fonction f verifie 1'equation aux derives partielles du quatrieme ordre 

(72) 
x 0 

L 
b 

L f(, 0) = 

c'est-a-dire F [F[f(x, 0)]] = o qu'on peut ecrire 

(73) F2 [f(x, )1 -= o. 

Expression de la valeur empirique de 0. On a vu que si la densite est quasi- 
distinguee, la valeur empirique d'un certain nouveau parametre, t, est la moyenne 
arithmetique des valeurs observees d'une certaine nouvelle variable aleatoire Y. 

1) Ici encore r'arbitraire dans le choix de e, k, m est Iimite qualitativement par Ia 
condition que l'integrale (69) soit convergente et derivable en 0. 
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Quand on a pu mettre f sous la forme (6o), ces nouvelles quantites t, Y sont liees 
aux aniciennes 9, X, par les relations: 

X /0 /9 Yz=k(X). 

de sorte que H' est dCeterminee par I'equation implicite 

Xf(H(XV ,.... X)) 
() 

__ HX.*...Xn)) In 

Expression de la dispersion. La dispersion de la valeur empirique du nouveau 

parame'tre r, c'est-a-dire de V 
I 

- 2 k(Xj) est, en posant encore n 
.9(x, t)= f(x, a( )), encore donne& par 

(,GV)2 
- 

C 

nfl [~; B(X, ')]I tp(x, 
T)j 

En vertu de (58), on peut l'ecrire avec les notations de la page i96 

(ov)2 - 
(flVV 

2 

et d'apr'es (63), (64) 

C X'e 

(OV)2 = 
aee' 

n 

Loi de probabilite de la valeur empirique. La densite cp(x, r) e'ant dis- 
I k(X0) tingu'e, la loi de probabilite reduite de la valeur empirique k 

In 
du nouveau param'etre T tendra 'a la linite vers la loi de Laplace: la 
probabilite elementaire pour que V soit compris entre t et t + dt aura une 
expression asymptotique de la forme 1(5 ), du moins sons des conditions peu 
limitatives pour f(x, 6). 

Mais ii n'en sera pas de m'eme pour I'ancien parametre T: la loi reduite 
d'une fonction T = a(V) d'une variable aleatoire V dont Ia loi reduite tend vers 
Ia loi de Laplace, ne tend pas en general vers cette loi de Laplace. 

DEUXIEME PARTIE 

Comparaison avec d'autres methodes de dcetermination empirique d'un 
parametre dans le cas des petits echantillons. 

-Nous venons d'appliquer aux petits echantillons un certain principe de choix 
qu'on pourrait briieement appeler ,,principe de la plus petite dispersion" et qui 
permet de determiner une valeur plausible du parametre 6, au moins quand la 
densite de probabilite f(x, 6) est une fonction quasi-distinguee. A ctjoe de ce 
principe, deja ante'ieurement pratique pour les grands e&hantillons (sous sa 
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forme restreinte ofu la valeur typique choisie est la valeur moyenne et ou la 
dispersion est evaluee par l'ecart quadratique moyen), d'autres principes ont 
ete proposes que nous allons comparer au premier pour constater que, dans le 
cas ou le premier est applicable, ils donnent le meme resultat. Cette comparaison, 
deja faite anterieurement pour les grands echantillons, se trouvera donc etendue 
ici aux petits echantillons. 

Principe de la valeur dominante. 

Supposons que l'on connaisse, non seulement la forme de la fonction 
f(x, 0), - telle que les echantillons consideres correspondent a une densite de 
probabilite elementaire f(x, 0o) -, mais encore que l'on connaisse la loi de 
probabilite a-priori de 0, definie, par exemple, par une densite de probabilite ,y(0). 

I1 y a deux parties dans cette nouvelle hypothese: I?) on suppose precise 
en quel sens 0 est considere comme une variable aleatoire, 2?) on donne sa 
densite de probabilite. La premiere partie est la plus delicate. Nous avons 
affaire a une variable aleatoire X relative a une categorie Ceo bien determinee 

d'epreuves ou elle a une densite de probabilite fo(x) = f(x, 0o) .Nous allons 
maintenant supposer que Co0 appartient a une famille de categories Cod'epreuves, 
famille qui, elle, n'est pas donnee et dont la realisation materielle n'est pas fixee, 
mais est telle que dans la categorie Ce d'epreuves, la densite de probabilite de 
X soit, par hypothese, f(x, 0). 

Ceci etant, soient xl, .... x,, n valeurs possibles de X, donnees d'avance 
ainsi que dx1, .... dx.. Considerons les operations suivantes: on a choisi au 
hasard la categorie C,9, puis ayant observe un echantillon X1, .... Xn corres- 
pondant 'a 0, sans avoir pu determiner exactement les valeurs de X1, .... Xn, 
on a pu constater que 

(80) x X < X 1 < x1 + dx1, .... xn < Xn < Xn + dxn. 

On veut calculer la probabilite 6 d 0 pour que, cette constatation ayant eu lieu, 
la categorie Ce, ait ete choisie de sorte que 0 < 01 < 0 + d 0. 

D'apres la formule de Bayes-Laplace, en posant: 

(8I) D(x, .... Xn, 0) II f(Xi, 0), on aura 
f= l 

S D(x, .... Xn, ) dxl .... dxn v(9)d 0 dO 
+ 0o 

fD (xl xn, 9) dx, . d. dZp y(4)d 0 
-oo 

d'ou l'on tire, pour 6, une expression de la forme 

6(.1(. ,, 9) - XD(=.(xl, ....n) 
( 

I(X1 . .n) 

Une fois admises - et c'est la le point douteux - les hypotheses precedentes, 
cette valeur de 6 est incontestable. II s'agit maintenant d'en conclure la valeur 
approchee 9' qu'on se propose d'attribuer a 0o connaissant x1, .... Xn. On decide, 
- et il faut bien marquer qu'on va ainsi faire une convention assurement plausible 
mais non demontrable, - qu'on prendra pour cette valeur 9', la valeur de 0 la 
plus probable ou plus exactement sa valeur dominante, c'est-a-dire celle, pour 
laquelle la densite 6 de probabilite est la plus grande. Op est donc ramene pour 
calculer 9' a chercher la valeur de 0 qui rend maximum la quantite 6(xl, .... xn, 0) 
ou, puisque x, .... xn, sont donnes, la quantite D(xl, .... xn, 0) Vp(0), c'est- 
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i-dire f(x1, 0) .... f(x,, 9) y(O). Nous voyons que pour appliquer la methode, 
ii a d'abord fallu faire des hypotheses et des conventions qui ne s'imposent pas 
inexorablement et il faut enfin maintenant preciser la valeur qu'on donnera 'a p(). 

On a reproche aux methodes qui, dans le probleme actuel ou dans d'autres 
tout differents, s'appuient sur la formule de Bayes-Laplace, de faire appel a trop 
d'hypotheses qu'on ne peut juistifier. 

Cela est tout a fait exact; mais c'est, par contre, le merite de ces methodes, 
de mettre bien en evidence les hypotheses que l'on fait. Quand, comme on le fait 
bien souvent, on suppose uniforme la distribution de la probabilite a priori de 0, 
On sait combien cette hypothese est hasardeuse et on n'attache pas a la valeur qui 
en resule pour O' une certitude qui ne serait pas justifiee. Dans d'autres methodes 
comme celle que nous etudierons ensuite, il est plus difficile de se rendre compte 
de la conformite plus ou moins approchee des faits aux hypotheses admises, celles- 
ci n'apparaissant pas explicitement dans l'enonce du principe qu'on applique. 

Quand on suppose uniforme la distribution de 0 dans un intervalle fini a, b 

on aura y(1) = constante = entre a et b et t(0) '= o en dehors. Dans 

ce cas, 9' correspondra aussi au maximum de 

D(x, .... ^ ) = f(x, 0) .... f(xn, 9) 
Deux incertitudes de la nmethode. Nous avons signale une premiere diffi- 

culte dans l'application de la methode de la valeur dominante ,qui consiste en 
te que pour l'appliquer, il faudrait connaitre la fonction y(0) qu'en general on 
ignore. II en resulte une incertitude dans le choix de O' qui ne resulte pas de la 
formule de Bayes ni de la methode elle-meme, mais de l'incertitude de nos 
connaissances. Nous allons maintenant signaler une autre incertitude qui reside 
dans le principe meme de la methode, dans l'adoption pour 9', d'une valeur 
dominante. 

Changement de parametre. Supposons, ici encore, qu'on fasse un change- 
ment de parametre 0 =a(z), z = a() en supposant que a(t) et a(0) ont des 
derivees partout positives (pour a(z) dans l'intervalle, fini ou infini, de variation 
de T). Alors la valeur z' = a(0') qui correspond a la valeur 9' cherchee, est telle 
qu'elle rend maximum l'expression D(xl, .... n, a(z)) y(a(z)). 

Mais supposons qu'on ait directement applique la methode a W(x, z) 
f(x, a(z)). On aurait introduit la probabilite elementaire a priori de z, soit 

-(t)d- == y(0)d 0 = (a(T))a'(z)dr et il aurait fallu rendre maximum 

D(X, .... a()) () = D(x1, .... x, a(t)) j (a())a'(r). 
On aurait donc choisi une valeur t" = a(o") telle que 

D(x, .... xn, 0) y () a'(a(O)) 
soit maximum pour 0 = ". Ainsi la valeur cherchee serait, suivant qu'on cherche 
0 directement ou par l'intermediaire de r, la valeur ' qui rend maximum le produit 
i(0) = D(x, .... x,, 0) y (0) ou la valeur 9" qui rend maximum-le produit 

(0) 5ui(9) = 3(9) a'(a(9)) - a'(9) 
a'o 

Or en general, ces deux valeurs peuvent etre distinctes. Et comme, a priori, nous 
n'avons pas de raison d'exprimer la probabilite elementaire de X en prenant 
comme parametre plutot 0 que -, nous sommes contraints a constater une incei- 
titude dans le choix de 0 qui ne tient pas a l'emploi du theoreme de Bayes, mais 
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A celui du principe meme de la dominante. On peut s'expliquer cette incertitude 
ainsi: une valeur dominante n'est pas une valeur plus probable mais une valeur 
centre du petit intervalle de longueur donnee qui est la plus probable. Or quand 
on change le parametre, des intervalles de variations egales de l'ancien parametre 
deviennent inegaux avec le nouveau parametre; de sorte que la valeur dominante 
de l'ancien parametre, non seulement n'est pas egale a la valeur dominante du 
nouveau, mais elle ne lui correspond meme pas. 

Elimination de l'incertitude. I1 existe un moyen d'eliminer a la fois de la 
methode les deux sortes d'incertitude que nous avons signalees. I1 consiste a 
n'appliquer la methode qu'en choisissant parmi les differentes representations 
parametriques pQ(x, z) de la densite de probabilite, un parametre particulier, un 
parametre preferentiel, et en le choisissant en outre de fa;on a connaitre sa 
distribution de probabilite a priori. Or cela est possible de la fa5on suivante. 

Nous avons vu qu'il fallait rendre maximum co1(0) = D(x1, .... x ), ) (O) 
a o 

Supposons qu'on prenne a(O) de sorte que _) soit une constante, par exemple, a e 
l'unite. De sorte que a(O) = f i(0)d9 ou dz = V(O)dO. 

C'est ce qu'on obtiendra en prenant pour a(t) la fonction de repartition a priori 

de 0: a(f) = Prob. \0 < t = fjy(O)dO 
-00 

= a(O) est dans ce cas un parametre privilegie: c'est celui parmi les para- 
metres (fonctions de 0) possibles qui a une repartition uniforme 1) des probabi- 
lites a priori. Si l'on restreint l'application du principe de la dominante a ce 
parametre privilegie, on voit que la valeur correspondante du parametre 0 
donne, sera encore obtenue comme valeur rendant maximum D(x1, .... x,, 9) 
c'est-a-dire f(x1, O) .... f(xn, 0), ou encore rendant maximum 

(82) 2: L f(x, 0). 

Quand f(x, 0) est derivable en 0, 9' sera donc racine de l'equation en 0 deja 
rencontree 

(57) L f(x,, 0) = o 
i= 1 0 0 

On ne. peut dire qu'inversement, une racine de (57) correspond necessairement 
a2 a un maximum de (82). Mais considerons le cas ou a 02 L f(x, 0) ne change 

pas de signe quand x varie. Alors, ce signe sera negatif: en effet, on a 
+00 

f(x, 0) dx = i, d'ou en derivant en 0 
--00 

+00 

ff' (x, 0) dx = o, qu'on peut ecrire 
-00 

+00 

f[+ Lf(x 9)] f(x,) dx= o; 
--co 

1) En r6alit6, toute fonction lineaire de r aurait aussi une repartition uniforme, 
mais conduirait a la meme conclusion. 
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d'ou en derivant en 0 
+00 +00 

2 [ L ^ ^ ^ +/[ 0) ]2 dx 
J [ .2 L f (, 0)] f(x, 9) dx+fj (,l f(x 9) 0 

_-00 c 00 

Ce qui &tablit notre remarque. 

Des lors, Y . L f(xi, 0) passe du signe + au signe - quand 0 croit en 

32 
passant par une racine de (57). Et par suite: lorsque a2 

L f(x, 0) garde un 

signe constant, 1'equation (57) ne peut avoir plus d'une racine en 0, et, si elle a 
une racine, celle-ci correspond necessairement a un maximum absolu de (82), 
c'est-a-dire est egale a la valeur 9' cherchee. 

Dans le cas particulier, ou f(x, 0) est une fonction distinguee, le principe de 
la plus petite dispersion et le principe de la valeur la plus probable (applique dans 
l'hypothese de l'uniformite des probabilites a priori des valeurs de 0) conduisent 
chacun a une seule valeur approchee de 0o, et ces deux principes fournissent 
la mmen valeur approchee, 9', de 0o, laquelle valeur est l'unique racine de (57). 

Quand f(x, 0) est une fonction quasi-distinguee, le meme resultat subsiste 
au moins dans le cas ou, en ecrivant f(x, 0) sous la forme (60), la fonction e', 
ne change pas de signe quand 0 varie. 

Principe de la plus grande plausibilite. 
Dans un travail consacre a la determination empirique de l'ecart quadratique 

moyen o d'une variable aleatoire X, Helmert avait calcule la probabilite elemen- 
taire A ds pour que l'ecart quadratique moyen empirique de l'echantillon, 

1/ 4 .- )'I Xi2 

n 

soit compris entre s et s + ds) en supposant que X verifie la loi dite normale. II a 
alors pose a priori le principe 1) que la meilleure valeur, s, a choisir pour o con- 
naissant l'echantillon xl, .... x,, tait celle pour laquelle la densite corres- 
pondante est maximum. 

R. A. Fisher 2) a generalise ensuite le principe de Helmert - d'ailleurs, 
avant d'en avoir connu l'existence - au cas d'une variable aleatoire ayant une 
densite de probabilite de forme quelconque mais dependant d'un parametre 
inconnu. I1 a donne a ce principe generalise le nom de ,,method of maximum 
likelihood", que nous traduirons librement par l'expression ,,application du principe 
de la plus grande plausibilite". II est essentiel d'observer que, dans le cas de 
Helmert comme dans celui de Fisher, il ne s'agit pas d'une nouvelle methode 
appliquant des axiomes ou principes connus du Calcul des Probabilites mais de 
l'application d'un nouveau principe qu'on est libre d'accepter ou de rejeter et dont 
la valeur ne pourra etre etablie que par de nombreux succes obtenus au cours 
d'investigations dans des domaines varies. Ces succes consisteront a trouver en 
appliquant ce principe des valeurs suffisamment approchees de parametres dont 
par ailleurs on a decouvert la valeur par d'autres moyens. 

Precisons sa forme generale appliquee au cas d'une variable aleatoire posse- 
dant une densite de probabilite f(x, 0o) ou l'on connait la fonction a deux variables 
f(x, 0) sans connaitre 0o. 

1) Astronomische Nachrichten, 88, no. 2096, 122, 1876. 
') essenger of Ma&thematics. 41. 1912, p 155-160 
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Si l'on connait un echantillon x, .... x,, la probabilite que l'on ait a la fois 
x, < X1 < xx + dxj, .... x, < X, < xn + dx. est donnee par la probabilite 
el&mentaire 

1f [f(xi, 0) dxi] D (x .... xn, 0) dXl .... dx,. 

Le principe de la plus grande plausibilite consiste a affirmer qu'on obtiendra 
une valeur approchee 0" de 60 en prenant pour 0 la valeur, 0", qui rend maximum, 
quand 0 varie, la densite de probabilite D(xl .... x,, 0). Ainsi il ne s'agit pas 
de supposer que l'echantillon x, .... x,, est un echantillon ,,dominant" en ce 
sens qu'il a une plus grande densite de probabilite que les autres echantillons. 
C'est, au contraire, la valeur choisie 0", du parametre et non l'ensemble x, .... x, 
definissant l'echantillon, qui a une position dominante en ce sens que le meme 
echantillon a une plus grande densite de probabilite pour la ,,population" corres- 
pondant a la valeur 0" qu'on se propose de choisir que pour les autres valeurs de 0. 

A la lumiere de cette distinction, le principe apparait bien comme un principe 
de choix assez arbitraire qui ne peut guere etre justifie que par le succes, a 
verifier, de ses applications. 

Appliquons cette methode dans le. cas de la ,,premiere loi de Laplace" avec 
un ecart moyen donne p, mais une valeur probable inconnue 0. On aura 

I Ifx-e 
f(xI,) =-- e 

Donc: 
-Z Ixi -- oI 

D(xl,... . x, ) -- 
(2p) e 

Le maximum de D quand 0 varie sera obtenu quand xi - - sera minimum, 

c'est-a-dire, comme on sait, quand 0 est egal a la mediane (ou a une des medianes) 
des valeurs observees de X : x^ .... xn. 

Cette application montre qu'il n'est pas necessaire, pour pouvoir utiliser le 
principe, de supposer que f(x, 6) est derivable en 0 quels que soient x et 0. 

Faisons cependant cette hypothese; on aura alors, dans ce cas general, a 
chercher le maximum de D(xl, .... x) = II f(xi, 0), ou encore celui de 

LD = L f(xi, 0). 

La valeur empirique 6" cherchee devra done verifier la relation plusieurs fois 
deja rencontree 

(57) Lf L f(x^, ) =o. 

Nous retrouvons donc l'equation a laq :elle nous etions arrives plus haut par la 
methode de la valeur dominante. 
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Summary: 

Writer hopes that the reader will find that some of the ideas or of the theorems 
of this memoir are new to him. However, as its contents were first intended as a chapter 
of a course on mathematical statisitics, this paper must be judged from the didactic or 
pedagogical, as well as from the scientific point of view. 

It is devoted to a critical study and to an extension of some of the methods of 
estimation of parameters of a priori adopted probability laws, when a small sample has 
been drawn. More precisely: Let X, ......, Xn be a system of n random variables, and 
assume the elementary probability f (x. ) dx of X to be known, leaving only undeter- 
mined the value of a parameter 9. The problem is to estimate ( by means of n observed 
values x,...... Xn of X, .... ,X, .The estimation taken as an approximate value of 9 shall 
be one function t = H (x,...., xn) of the known values x,...., x,,. Different methods have 
been proposed for the purpose of fixing which function H shall be chosen. 

First, writer deals with what is sometimes called the best unbiassed estimate of the 
parameter.H will be called an ,,unbiassed" estimate of 9, if the average value of H(xl ..xn) 
is equal to 9. It is called the ,,best" unbiassed estimate, if the variance of H(x, .....xn) 
- i.e. the average of [H(x ..., xn)- 0]2 - is minimum. Writer makes clear that these 
definitions - though natural enough - are conventional and arbitrary ones. Most of 
the previous writers had applied this definition in the hypothesis of n being great and X 
satisfying the laplacian (so called normal) probability. law. 

n arbitrary: Writer showed in a course of lectures in 1939, how to extend their formula 

to the general case by using Schwarz' inequality. He first proved that v, oH - , where 
GA 

o2, is written for the variance of v and A = f , (x, ).Later on, he happened to hear 
fix, (9)}9 o 

that Doob had previously obtained the same result by the same method. 
n great: When, instead of supposing the average value of H to be (, it is only assumed 

that this is so at the limit when n-- oo. writer shows that the lowest limit of v n H 

tfA 

Then, reverting to the first case, the question is to find, whether aH may be equal 

to its lower bound . Writer points out that, generally, this does not happen. For 
OA V' 

example, when f (x, 9) = g (x - ), the only case in which a function H may be found 

such that OH = is that one when X is a laplacian (so called normal) variable. 
cA V n 

Writer shows that a necessary and sufficient condition that one of the aH be equal to 

is that functions h(x (x), (), (9) exist, such that f(x) = et' !) [h (x) - (] + ( (0) + (x) (IA Vn 
(We will then say that f (x) is a ,,distinguished function"). Then the minimizing function 

His H' (x, ....xn) = [h(x)+ .... + h(xn)l; so that the estimate of eis t = - h(xi) 
n n i 

In addition: (H,)2 = , . When f is known, but h is not. t is the unique root of 
n ,t 

x Lf(xi, t)= 0 

Writing Tn=H' (x, ,....,x,n) and 4n Tn - 
vn,ntends to be a laplacian variable. 

CA 
Then writer raises the question: which change of parameter t = a (r) - whence 

f(x. a (z)) = 7 (x , ) - is such that cq (x, z) is a distinguished function. And he finds that, 
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in this case, functions (6), (0), k (x) m (x)must exist, such thatf(x, )=ee ()k x)^+ (O)+m(x) 

(x, e, being in such a case a ,,quasi"-distinguished function. 
It happens that G. Darmois previously came to the same class of functions by 

solving a different problem, mentioned in the present memoir p. 195. 
In the second part, a comparison is made of the previous method with the method 

of the most probable value and with the method of maximum likelihood. 
The first one is based on the Bayes-Laplace formula. It is pointed out that the 

main objection to the use of this formula (that generally we do not know the a priori 
probability of O) is balanced by the advantage of our knowing exactly the hypotheses 
on which the solution is based and our therefore also knowing the weakness of the 
solution, a weakness which is just as real, but not so; apparent in the other methods. It is 
then shown that the best unbiassed estimate and the most probable value (when all values of 
0 are assumed to be equally probable) coincide when f(x, () is a distinguished function 
(and even when it is a quasi-distinguished function, provided e'o does not change sign). 

As for the method of maximum likelihood, it is pointed out that it is founded on a 
plausible, but arbitrary principle which can only be justified by the successes it will 
achieve in those cases, where verification is possible. 
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